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Denkt man sich unter z eine verÄnderliche Grdsso, welche nach und nach alle möglichen 
reellen Werthe annehmon kann, ao wird, wenn jedem ihrer Werthe ein einziger Werth der 
unbeslimmten Grösse w ontaprichtt w eine Function ron z genannt, und wenn, wllhrend z alle 
zwischen zwei festen Werthen gelegenen Werthe stetig durchlÄuft, w ebenfalls stetig sich 
ändert, so heisst diese Function innerhalb dieses IstcrvalU stetig^oder coniinuiriieb, 

Diese Definition setzt offenlmr zwischen den einzelnen Werthen der Function durchaus 
kein Gesetz fest, indem, wenn ül>er diese Function fUr ein bestimmtes Intervall vertilgt ist, die 
Art ihrer Fortsetzung ausserhalb desselben ganz der WiUkühr überlassen bleibt. 

Die Abhängigkeit der Grösse w von z kann durch ein mathematisches Gesetz gt>geben sein, 
so dass durch bestimmte Grössenoperationen zu jedem Werthe von z das ihm entsprechende w 
gefunden wird. Die Fähigkeit, für alle innerhalb eines gegebenen Intervalls liegenden Werthe 
von z durch dasselbe Abhttngigkcitsgesetz l>o8timmt zu werden, schrieb man früher nur einer 
gewissen Gattung von Functionen zu (functiones continuae nach Eulor's Sprachgebrauch) ; neuere 
Gntersuebungen haben indoss gezeigt, dass es onalytiscbo Ausdrücke giebt, durch welche eine 
jede stetige Function für ein gegebenes Intervall dargestellt werden kann. Es ist daher einerlei, 
ob man die Abhängigkeit der Grösse w von der Grösse z als eine wiUkUhrlich gegebene oder 
als eine durch l>eatimmto Grftssenoperationen bedingte definirt. Beide Begriffe sind in Folge 
der erwähnten Theoreme congmont. 

Anders verhält es sich aber, wenn die Veränderlichkeit der Grösse z nicht auf reelle 
Werthe beschränkt wird, sondern auch complexe von der Form x-f-yi i = l^ — 1) zu- 

gelassen worden. 

Es seien x + 7 * x + yi + dx-l-dyi zwei unendlich wenig verschiedene Werthe der 
Grösse z, welchen die Werthe u -|- vi und u + vi-j-du + ^'^i Grösse w entsprechen. 
Alsdann wird, wenn die Abhängigkeit der Grösse w von z eine willkührlicb angenommene ist, 



das Verhältniss 



du + d vi 



dx + dy 



7 sich mit den Werthon von dz und dy allgemeiu zu reden ändern, 
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setzt. 



du -f- d vi 
d X + dy ' 



indem, wenn man d x <1 y > = < 

/du , dT\ , /dv du\. rdu dv , /dv du\.1dx — 

= i (d“x + dl) + * (d X " l) * + ’ [d"i - dy + U + l) 1 d X + 

( d u . d v\ /d V d u\ . , rd u d v /d v d u\ . l 

.ü + dl)-+ ^ (dx-dy)' + ^ [dx-ry + (jI + d-y)'J 



dx — dyi 
dyi 
-ayi 



winl. 



Auf welche Art aber auch w als Function von z durch Verbindung der einfachen Grös- 

d w 

senopemtiooen bestimmt werden immer wird der Werth des DilTereDtialquotienten — 

d z 

von dem K^ondem Wertho des Diflerentuüs dz unabhängig sein*). Offenbar kann also auf 
diesem Wege nicht jede bohobigo Abhängigkeit der comploxen Grdsse w von der complexen 
Grosse z ausgeiirückt werden. 

Das oben hervorgehobene Merkmal aller irgendwie durch Grössenoperationen bestimmWen 
Functionen werden wir für dio folgende Untersuchung, wo eine solcho Function anai)bängig von 
ilirom Ausdrucke Iwtrachtet werden »oU, zu Grunde legen, indem wir, ohne jetzt dessen Ällgiv 
mcingültigkeit und Zuläiigüchkeit für den Begriff oiiior durch GrÖssenoperationon ausdröckboren 
Abhängigkeit zu beweisen, von folgender Dednition ausgeben: 

Eine verändorlidie complexe Grösse w heisst eine Function einer andern veränderlichen 
complexen GrÖsso z, wenn sie mit ihr sich so ändert, dass der Werth des Differentmiquotienten 
dw 

— • unabhängig von dem Wertho des Differentials dz ist. 
d t 

% 



Sowohl die Grösse x, als die Grdase w werden als veränderliche Grössen i)etrachtct, die 
jeden complexen Werth annehmen können. Die Auffassung einer solchen Veräiiderilclikeit, 
welcho sich auf ein zu.samnieiiliilngendes Gebiet von zwei Dimensionen erstreckt , wird woseiit« 
lieh erleichtert durch eine Anknüpfung an räumliche Anschauungen. 

Man dunko sich jeden Werth x -f- ji der Grösse z reprlsonUrt durch einen Punkt 0 der 
Ebimo A, dessen rechtwinklige Coordinaten z, y, joden Werth u -{- v i der Grösse w durch einen 
Punkt Q der Kl>cne B, dessen rechtwinklige Coordinaten u, v sind. Eine jode Abhäiigigkctl 
der Grösse w von z wird rieh «lann darsUllen als eine Abhängigkeit der Lage des Punktes Q 
von der des Pnnktes 0. Entspricht jedem Wertho von z ein bestimmter mit z stetig sich 
ändernder Werth von w, mit andern Worten, sind u und v stetige Functionen von x,y, so winl 
jedem Punkte der Ebene A ein Punkt der Ebene B, jeder Linie, allgemein zu roden, ein«.) Lime, 
jedem zu^ammenbUiigemlen FlUchenstUcke ein zusammenhUngondes Flächenstück entspnichon. 
Man wird sich also diese Abhängigkeit der Grösse w von z vorstellen können aU eine Abbil- 
dung der Ebene Ä auf der Ebene B. 



* • Diese Bebauptuug ist offenbar in allen Fällen gerecht ferügi, wo sich aus dum Ausdrucke von w 
durch z mittelst der Kegeln der Differentiation ein AusUruck von ^ ^ duich z ftndeu lässt ; ihre streng 
allgemeine Gültigkeit bleibt fflr jetzt dahin geatdlt. 
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3. 

&9 8oU nun mittimicht vrerdeu, welche KigcuBcbaft dicBc Ahbüdung erhSlt, wenn w eine 

d w 

Function der comploxen GrÖss« z, cl. h. wenn von dz unabhängig ist. 

Wir bezeichnen durch o einen nnlwstiniinton Punkt der Eigene A in der Nähe von 0, sein 
Bild ln der Ebene 13 dnreh q, ferner durch x + y! + dit-|-dyi nnd u v i -f- dn -f- dv i diu 
Werthe der Grössen z und w in diesen Punkten. Es können dann dx, dy und dn, dv als 
rechtwinkÜKe Coordinaten der l*unkte o und q in Bczu^f auf die Punkte 0 und Q als Aufan^js- 
punkt« angesehen werden , und wenn man dx + dyi = «o^' und dn -f-dvi = i;e'®’ sotet, 
so werden die Grössen f, y, ij, ip Polnrcoordinaten dieser Punkt« für dieselben Anfangsjiiinkte 
sein. Sind nun o' und o" irgend zwei bestimmte Lagen des IMnkles o in unendlicber Xttbe 
von 0, und drOokt man die von ihnen ahbfingigen IMentungvn der übrigen iCeichen dnreh ent- 
sprechende Indiccs aus, so giebt die Voraussetzung 

du'-f-dv'i du”-4-dv''i 

dx'-j-dy’i dx''-f-dy"i 

und folglich 

dn' t" (V’~V''ii dz' -f-dy'i e (y — »“)i 

dn"-4-dv"i di"-^dy"i * 

worau.s „ = und y/ — y = y — y . 

1 » 

d. h. in den Dreiecken o'Oo" und q'Qq“ sind die Winkel o'Oo" und q'Qq'" gleich nml die 
sie cinsehiiessenden Seiten elnunder proportional. 

Es findet also zwi.schen zwei einander entsprechenden unendlicfa kleinen Dreiecken und 
folglich allgemein zwischen den kleinsten Thoilen der Elienc A und ihres Bildes anf der Elten« 
B Aehnliclikeit Statt. Eine Ausnahiiio von diesem Satze tritt nur in den Itesondcrcn Eilllen ein, 
wenn die einander entsprechenden Aenderungen der Grössen z und w nicht in einem endli- 
chen Verhältnisse zu einander stehen, wus bei Uerleitiing des.selbcn stillschweigend vorausge- 
setzt ist *1. 



Bringt man den DifferentiaJquotientcn 



4. 

dn d V i 

dx -f- dyi 

dv du. 



in die Form 



C-: + + (f: - ro-- 



dx + dyi 



*) Ueber dieBw Gegenstand »ehe man: 

..Ällgexneino Auflösung dGrAafgabo: die Thcilo einer gegebenen Fläche so abzubilden, das» die Abbil- 
dung dem Abgebildetcn in den kleinsten TboileD ähnlich wird, von C. F. Qauss. (Als nnantwortung der 
von der königlichen bocietat der Wissenschaften in Copenhagen für 1633 aufgegebenen Preisfrage'*, abge- 
druckt in: ..Astronoroisebe Abhandlungen, faerauflgegebon von Schumach^. Drittes Hell. Altona. 1626**). 

1 * 
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so erhellt, dass er und zwar nur dann für je zwei Werthe von dx und dy denselben Worth 
haben wird, wenn 

du dv ^ dv du 

dx dy dx dy 

ist. Diese Bedinpingcn sind also lünreichend und notbwondig, damit w = u -f- vi eine Function 
von z = X -f* y i sei. Für die einzelnen Glieder dieser Function flicssen aus ihnen die folgenden : 
d*ud’u d*v.d’v 

dx’ dy’ dx*'^dy’ 

welche für die Cntersnchung der Eigenschaften, die Einem Uliede einer sulchen Function ein- 
zeln betrachtet zukommen, die Grundlage bilden. Wir werden den Beweis für die wichtigsten 
dieser Eigenschaften einer eingehenderen Betrachtung der vollständigen Function voraufgohen 
lassen, zuvor alter noch einige Punkto, welche allgemeineren Gebieten angebSren, erörtern imd 
fest legen, um uns den Boden für jene Untersuchungen zu ebenen. 

• • 

« 

5. 

Für die folgenden Betrachtungen beschränken wir die Veränderlichkeit der Qrössen x,y auf 
ein endliches Gebiet » indem wir als Ort dea Punktes 0 nicht mehr die Ebene A sell^» son- 
dern eine über dieselbe ausgebreitete Fläche T betrachten. Wir wühlen diese Einkleidung, bei 
der cs unanst5ssig sein wird, von aufeinander liegenden FlUchon zu reden, um die Möglichkeit 
oflfen zu lassen, dass der Ort des Punktes 0 ül>er denselben Theil der Ebene sich mehrfach 
erstrecke j setzen jedoch für einen solchen Fall voraus, dass die auf einander liegenden Flachen- 
tbcUc nicht längs einer Linie zusainmonhängoti, so dass eine Umfaltung der Fläche, oder eine 
Spaltung in auf einander liogcnfle Tlieile nicht verkommt. 

Die Anzahl der in jedem Tlieilo der El>ene auf einander liegenden Flächentheilo ist alsdann 
vollkommen bestimmt, wenn die Begrenzung der Lage und dem Sinne nach (d. h. ihre innere 
und äussere Seite) gegeben ist; ihr Verlauf kann sich jedoch noch verschieden gestalten. 

In der That, ziehen wir durch den von der Fläche bedeckten Theil der E^ne eine belie- 
bige Linie l, so ändert sich die Anzahl der über einander liegenden Flächentheile nur beim 
Uebersehreiten der Begrenzimg, und zwar beim Üebertritt von Aussen nach Innen um -|- 1, im 
entgegengesetzten Falle um — I, und ist also überall bestimmt. Längs des Ufers dieser Linie 
setzt sich nun je«ler ungrenzende Fläcfaenthcil auf ganz bestimmte Art fort, so lange die Linie 
die Begrenzung nicht trifll, da eine Unbestimmtheit jedenfalls nur in einem einzelnen Punkte 
und also entweder m einem Punkte der Linie selbst oder in einer endlichen Entfernung von 
derselben Statt hat; wir können daher, wenn wir unsere Betrachtung auf einen im Innern der 
Fläche verlaufenden Theil der Linie l und zu beiden Seiten auf einen hinreichend kleinen Flä- 
chenstreifen lieschränken, von bestintmteu angrenzenden Flächeutheilen reden, deren Anzahl auf 
jeder Seite gleich ist, und die wir, indem wir der Linie eine bestimmte Richtung beilegen, aul 
der Linken mit a , a , , . . a , auf der Rechten mit a' , a' , ... a' , bezeichnen. Jeder Flächeii- 

I * n 1 2 n 

theil a wird sich dann in einen der Flächentheile a foiisetzen ; dieser wird zwar im Allgcmoinen 
für de« ganzen Lauf der Linie 1 derselbe sein, kann sich jedoch für besondere Lagen von l 
in einem ihrer Punkte ändern. Nehmen wir an, dass oberhalb eines solchen Punktes <r (d. b. 
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llngs des vorhergehenden Theila von 1) mit den Flttchcntheilcn a'^, a'^, . . . a' der Reihe nach 

die FlScbentheilc a , a , . . . a verbunden seien , unterhalb desaollwn aber die FlUehentheile 

19 B 

a,a....äiWOtt,u,...u nur in der Aiiordoung von 1, 2, . . . n verschieden sind, so 
na n 19 d 

1 9 n 

wird ein oberhalb ff von in a'^ cintretender Punkt» wenn er unterhalb o auf die linke Seite 
/.urücktritt, in den Fllichentheil a gelangen, und wenn er den Fhmkt c von der Linken zur 

Rechten umkreiset, wird der Index des FlUchentheils , in welchem er sich befindet, der Reihe 
nach die Zahlen 

1, « M. « , . . . 

1 ^ 

durchlaufen, ln dieser Reihe sind, so lange das Glied 1 nicht wiedorkehrt, nothwendig 
alle Glieder von einander verschieden, weil einem lieliebigen mittlem Gliede a nothwendig 
iu und nach einander alle früheren Glieder bis l in unmittelbarer Folge vorhergehen; wenn 
aber nach einer Anzahl von Gliedern, die offenbar kleiner als n sein muas und = m sei, das 
Glied 1 wiederkehrt, so müssen die übrigen Glieder in derselben Ordnung folgen. Der um c 
sich bewegende Punkt kommt alsdann mich je m Umläufen in denselben Fl&cbentheil zurück 
und ist auf m der auf einander liegenden Flachcutheile eingeschränkt, welche sich über ff zu 
einem einzigen lenkte vereinigen. Wir nennen diesen Punkt einen Windungspunkt m*lster 
Ordnung der Fläche T. Durch Anweudimg desselben Verfahrens auf die übrigen ii-m 
Flächentbeile, werden diese, wenn sie nicht gesondert verlaufen, in Systeme von m^, m^, . , . 
Fläcbontheilen zerfallen, in welchem Falle auch noch Windungspunkte m^-lster, m - Ister 
Ordnung in dem Punkte ff liegen. 

Wenn die Lage und der Sinn der Begrenzung von T und die Lago ihrer Windungspunkte 
gegeben ist, so ist T entweder voUkommen b<»$timint oder doch auf eine endliche Anzahl ver« 
schiedencr Gestalten beschränkt; Letzteres, in so fern sich diese Bestinmmngsstflckc auf ver> 
schiedene der auf einander liegenden FlächentheUe beziehen künnen. 

Kine veränderliche Grösse, die für jeden Punkt O der Fläche T, allgemein zu roden, d. h. 
ohne eine Ausnahme in einzelnen Linien und Punkten*) aoszuschliessen, Einen bestimmten mit 
der liUge desselben stetig sich ändernden W^erth annimmt, kann offenbar als eine Function von 
X, y angesehen werden, und überall, wo in der Folge von Functionen von x, y die Rede sein 
wird, werden wir den Begriff derselben auf diese Art fesllogon. 

Ehe wir uns jedoch zur Betrachtung solcher Functionen wenden, schalten wir noch einige 
Erörterungen über den Zusammenhang einer Fläche ein. Wir beschränken uns dabei auf solche 
Flächen, die sich nicht längs einer Linie spalten. 

*) Diese Boschränkang ist zwar nicht durch den Begriff einer Function an sich geboten, aber um 
Infmitetinmlrechnung auf sie anwenden zu können erforderlich: eine Function, die in allen Punkten einer 
Fläche unstetig ist, wie z. B. eine Function, die für ein commenaurablea x und ein commensurabloa y den 
Werth 1, BODzt aber den Werth 2 hat, kann weder einer Differentiation, noch einer Integration, also 
(unmittelbar) der Infiniteeimalrechnung überhaupt nicht untervk'orfcn werden. Die für die Fläche T hier 
willkübrlich gemachte Beschränkung wird sich später (ArL 15) rechtfertigen. 
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6 . 

Wir bctmcbt<*n zwei FlRehentheile als zuHaminenhängemi oder Einem Stücke angehörig, 
wenn eich von einem Punkte de» einen durch das Innere der Flüche eine Linie nach einem 
Punkte des andern ziehen lüsst, als getrennt, wenn diese Möglichkeit nicht Statt findet. 

Die Uiiter^ehung des Zuijammenfaang» einer Flüche beruht auf ihrer Zerlegung durch 
Qoccrschnitte, d. h. Linien, welche von einem Ilegrcnzungspunkte das Innere einfach — keinen 
Punkt mehrfach — bis zu einem Begrenzungspunkte durchachneidon. Letzterer kann auch in 
dem zur IWgrenzung hinzugekommeneu Theile, also in einem frühem Punkb) de» Quci^rschnitts, 
liegen. 

Eine ziisammenliätigemle Flüche heisst, wenn sie durch joden Queemchnitt in Stücke zer- 
fällt, eine einfach zusammenhüngeude, oiulomfalls eine mehrfach rusammenl^ngende. 

Lehnuitz 1. Eine einfach zusammonhilngende Fläche A zerfällt dnirh jeden Quet‘r»chniti a b 
in zwei einfach znsamnienhängende Stücke. 

Genetzt, eins dieser Stücke würde durch einen Queerschnitt c d nicht zerstückt, »o erhielte 
man offenbar, je nachdem keiner seiner Endpunkte oder der Endpunkt c oder beide Endpunkte 
in ab holen, durch Herstellung der Verbindung längs der ganzen Linie ab oder längs de» 
Theils cb oder des Theils cd derselben eine zusiunmenhäiigendo Fläche, welche durch einen 
Qnoerschnitt aus A entstände, gegen die Voraussetzung. 

Lehrsatz II. Wenn eine Flüche T durch Hj •) Quoerschnitte in ein System von 
lOj einfach zusaramenhüngenden Flilchenstücken mid durch Queerschnitte q^ in ein System Tj 
von ra^ Flacheustücken z**rftlUt, so kann n^ — mj nicht > n^ — »ein. 

Jede Linie bildet, wenn sie nicht ganz in das Queorschnittaystem q^ fällt, zugleich 

einen oder mehrere Quocrschnitto q'j der Fläche Tj. Ala Endpunkte der Queerschnitte q'^ 
sind anzusehen: 

1) die 2n^ Endpunkte der Queerschnitte q^, uuHgenommon, wenn ihre Enden mit einem 
Theil des IjiiiiensyatemH zusarnmenfallen, 

2) jeder mittlere Punkt eines Qaeerschnitts q^, in welchem er in omeii mittlorn Punkt 
einer Linie eintritt, ausgenommen, wenn er sich schon in einer andern Linie q^ 
bi'findet, d. h. wenn ein Ende eines Queersclmitta q^ mit ihm zuMaimnenfällt. 

ße/oichnet mm /u. wie oft Linien beider Systeme während ihres Laufes Zusammentreffen 

oder auseinandergehen (wo also ein einzelner gemeinsamer Punkt dopi>elt zu roduien ist), r^, 

wie oft ein Endstück der q mit einem mittlern Stücke der q^, v , wie oft ein Endstück der q 
^1 t 4 



•) Unter einer Zerlegung durch mehrere QueersclmiUc wt stet* eine »uccessive zu verstehen, d. h. 
eine solche, wo die durch einen Queersebnitt entstandene Flache durch einen neuen t^ueerschnitt 
w'eitcr zerlegt wird. 
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mit einem mittlern ätüeke der q^, endlich wie oft ein EndstQck der mit einem Knd- 
Ktttcke der zusaiiunenftllit, «o liefert JVtoi i 2 Mk 2 Endpunkte derQnocr- 

«phnitt» q'^; beide Fttllo zusamraengvnommen aber umfassen HämmtUehe Endpunkte und jeden 

nur einmal, und die Aniahl dioaer Queerschnitt« ist daher — — " “j 

Durch gaiu ähnliche Schlüsse ergiebt sich die Anzahl der Qiieersclmitto der FlSche welche 

2n — M 
1 1 3 8 

durch die Linien q^ gebildet worden, = — , also = s. Die Fläche 

T wird nun offenbai* durch die n 4“ * Queerschnitte q' in dieselbe Fläche verwandelt, in welche 

I 8 2 

T durch die ii + a Quwrscfanitto q' zertUllt wird. Ea besteht alior T ans m einfach zus:uiw 
8 1 1 11 

menhangenden Stücken und zerftUt daher nach Satz I. durch n^ s Queerschnitte in 
-f* “I“ ® Flächenstückü ; folglich müsste, wäre *< "I" Flächen- 

stücJtc durch n^ + s QutjBrschnitti) tun mehr als + “ venueUrt wcr<len, was nuge- 
reimt ist. 

Zufolge dieses Ijehrsatses ist, weim die Armtld der Queerschnitto uabestinimt durch n, die 
Anralil der StOcke durch m böteichnet wird , ii — m für alle Zerlegungen einer Fläche in ein- 
fach znsamiuonhängende Stücke eonstant ; denn betrachten wir irgend zwei bestinuntc Zerle- 
gungen durch n^ Queersehnittc in Stücke und durch n^ Queiirschnitte in Stücke, so muss, 
wenn erstore einfach zusammenhängend sind, n^ — m^ n^ — m^, und wenn letztere einfach 

zusammcnhllnirend sind, n — m n — m , also wenn Beides zutrifft, n — m — n — tu 
'' 11^*8 '*»11 

sein. 

Diese Zahl kann füglich mit dem Namen «Ordnung des Zusammenhiuigs» einer Fläche 
belegt werden; sie wird 

durch jeden Queerschnitt um 1 erniedrigt — nach der Definition — , 
durch eine von einem innern Ptmkte das Innere einfach bis zu einem Begreimmgspunkte iwler 
einem frühem Schnittpunkte durchsehneidende Linie nicht geändert nnd 
durch einen innera allenthalben einfachen in zwei Punkten endenden Schnitt um 1 erhöht, 
weil ersten) durch Einen, letztere aber durch zwei Queersehnittc in Einen Queerschnitt ver- 
wandelt werden kann. 

Endlich wird die Ordnung des Zusammenhangs einer aus mehreren Stücken bestehenden 
Fläche erhalten, wenn man die Ordnungen des Zu.sammenbangs dieser Stücke zu eimuider 
addirt. 

Wir wenlcu uns indess in der Folge meistens auf eine ans Einem Stücke bestehende Fläche 
lieschränkun , uftd uns für ihren Zusammenhang der kunstloseren Bezcichnuiig eines einfachen, 
zweifaebeii etc. bedioiion, indem wir unter einer nfach zusammenhängenden Fläche eine solche 
verstehen, diü durch u — 1 Queersehnittc in eine einfach ziisammcnhUngendo zerlegbar ist, 

ln Bezug auf die Abhängigkeit des Zusammenbings der Begrenzung von dem Zusam- 
menhang einer Fläche erhellt leicht: 
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1) Dio Begronztmg einer einfach zusamnioubän^ndcii Fläche besteht nothvrendig aas Einer 
in sich zorUcklaufenden Linie. 

Bestelle die Begreuzong aus getrennten ätUckeu, so wOrde ein Queerächmtt q, der einen 
I'unkt eines Stücks a mit einem Punkte eines andern b verbände , nur ziisummenbängende 
FUcbentbeile von einander scheiden, da sich im Innern der Fläche längs a eine Linie von der 
einen Seite des Quoersehnitts q an die entgegongesetete fUliren liesse ; und folglich würde q die 
Fläche nicht zerstücken, gegen die Voraossotzung. 

2) Durch jeden Queersehmlt wird die Anzahl der Begrenzungsstücke entweder um 1 ver- 
mindert oder um 1 vermehrt. 

Ein Qnoorschnitt q verbindet entweder einen Punkt eines BegronzungsstUcks a mit einem 
Punkte eines andern b, in diesem Falle bilden alle diese Linien zusammengenommen in 
der Folge a, q, b, q ein einziges in sich zurUcklaofendes StUck der Begrenzung — 

oder er verbindet zwei Punkte Eines Stücks der Begrenzung, — in diesem Falle zerfällt 
dieses durch seine beiden Endpunkte in zwei Stücko, deren jwles mit dem Queerschnitte zu- 
sammengenommen ein in sich zurUcklaufendes Begrenzungsstück bildet — 

oder endlich, er endet in einem seiner früheren Punkte und kann betrachtet werden als 
zusammengesetzt- aus einer in sich zurücklaufenden Linie o und einer andern 1, welche einen 
Punkt von o mit einem Punkte eines Begrenzungsstücks a verbindet, — in welchem Falle o 
eines Theils, und a, 1, o, 1 andern Theils je ein in sieh zurücklaufendes Hegrenzungsstück bilden. 

Es treten also entweder — ini ersten Falle — an die Stelle zweier Ein, oder — in 
den beiden letzteren Fällen — an die Stolle Eines zwei BegronznngsstOcke , woraus unser 
Satz folgt. 

Die Anzahl der Stücke , aus welchen die Begrenzung eines n fach zusummeiihängeiulcn 
Flächenstücks besteht, ist daher entweder = n oder um eine gerade Zahl kleiner. 

Hieraus ziehen wir noch das CoroUar: 

Wenn dio Anzahl der BogntnzungsstUcke einer nfach zusammenhängenden Fläche = n ist, 
so zerfällt dieso durch jeden überall einfachen im Innern in sich zurücklaufenden Schnitt in 
zwei getrennte Stücke. 

Denn die Ordnnng des ZusammenhangH wird dadurch nicht geändert, die Anzahl der Bo- 
grenzungsstUcke um 2 vermehrt; die Fläche würde abo, wenn sic eine zusammenhängende 
wäre, einen ii fachen Zusatnmenhang und u 4" 2 BegreDzungK.x>tUeke haben, was unmöglich ist. 



7. 

Sind X und Y zwei in allen Punkten der über A ausgebreiteten FläcJio T stetige 
Functionen von so ist das über alle Elemente dT dieser Fläche ausgedehnte Integral 



/Gt 



dX = — /'(Xoos,5 4- Y OOS. ij) da, 

d y/ 



wenn in jedem Punkte der Begrenzung dio Neigung einer auf sie nach Innen gi>zogonen Nor- 
male gegen die x-Axe dxirch gegen die y-Axe durch »j bezeichnet wird, und sich tliese 
Integration auf sämmtliche Elemente ds der BegrenzungsUnie erstreckt, 
d X 

L*m das Integral f* ~ — dT zu trausforniireu, zorlogcu wir den von der Fläche T bedeckten 
J u X 



Digitized by Google 




9 



Theil der Ebene A durch oiu System der x-Axe paralleler Linien in Eleraentarstreifen, und 
xwar 80, dass jeder Windungspunkt der FlÄche T in eine dieser Linien f&lU. Unter dieser Vor- 
aussetzung l>estebt der auf jeden denselben fallende Tbeil tod T aus einem oder mehreren ab- 
gesondert verlaufenden trapezibrmigen Stücken. Der Beitrag eines unbestimmten dieser Flächen- 

rdX 

streifen, wclclier aus der y-Axe das Element dv auaacheidet, zu dem Wertho von / - — dT 

^ dx 

wird dann offenbar = dy / — dx, wenn diese Integration dureb diejeniire oder diejenigen 
d X 

der Flüche T angehOrigen geraden Linien ausgedehnt wird, welche auf eine durch einen 1 ^l^kt 
von dy gehende Normalo fallen. Sind nun die unteren En<lpunkte derselben (d. h. welchen die 
kleinsten Werthe von x entsprechen) 0 , 0 ,,, 0 ^^,, die oberen 0 ', ü"', 0 * ', . . . und bezeichnen 
wir mit .... X’, X", .... die Werthe von X in diesen Punkten, mit ds^, ds,^ .... ds', 

dft", .... die entsprechenden von dem Flttcbenstreifen aus der Begrenzung ausgeschiedenen Elo- 
mente, mit .... 5 .... die Werthe von $ an diesen Elementen, so wird 



dx = - X -X -X ... . 



+ X' + X" + X"-. . . . 

Die Winkel $ werden offenbar spitz an den unteren, etnmpf an den oberen Endpunkten, nnd 
ee wird daher 

dy = C08. 5 ,ds, = C08. S,, da,. . . . 

= — cos. ?■ d s' = — CO», {"da". . . . 

Durch Snbstitntiun dieser Werthe ergiebt sich 

/ dX 

. — E — .^A oo». jids, wo sich die änmmation auf alle Begrenzungselemento 

dx 

bezieht, welche in der y-Axe dy zur Projection haben. 

Durch Inletfration über sftmmtliche in Betracht kommende dy werden offenbar »Jtmmtliche 
Elemente der FUbhe T und sftmmtliche Elemente der Begrenzung orschnpfl, und man erhält 
datier, in diesem Umfange genunimen, ^ 



I -r- AT 

J dx 

Durch ganz ähnliche Schlüsse findet man 



— y Y cos. J d». 



/■d Y 

/ — dT = — /Y'cos. nd» und folglich 
•> dy 

f dT = — /'(Xeos. i +- Y' cos. ijl da, w. 

•' Vdx dy/ 



Bezeichnen wir in der Begrenznngslinie, von einem festen .Aniangspunkte aus in einer 
liestimmteu spUter fesfzusetzenden Richtung gerechnet, die Länge duraelbeii bis zu einem unbe» 
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4- 008. $ , 



grenzung 80 ajinohmen. dass — ~ - 



“ ä= — ist, was die Allgemeinheit 



stimmten Punkte 0 durrh s, und in der in tlicsem Punkto 0 errichteten Normalen die Ent« 
fernnng eine* imbostimmten Punktes 0 von demselben und zwar nach Innen zu als positiv 
betrachtet durch p, so können offenbar die Werthe von x und y im Punkte 0 als Functionen 
von 8 und p angesehen werden, und es werden dann in den Punkten der Bogronzungslinie die 
partiellen Differtmtial<|uotienten 
dx V 

^ C08. 7 ' ~ cos. I?, — J+ cos. fl, 

dp dp ds ü8 

wo die oberen Zeichen gelten , wenn die Kichtung , in welcher die Grösse s als wachsend l>e« 

trachtet wd, mit p einen gleichen Winkel einschliesst, wie die x*Axe mit der y-Axe, wenn 

einen entgegengesetzten, die unteren. Wir werden diese Hichtimg in allen Theilen der Be- 

^y , ^ 1 

— ~ — und folglich — äBss — 
dsdp • ds dp 

unserer Resultate im Wesentlichen nicht beeinträchtigt. 

Offenbar können wir diese Bestimmungen auch auf Linien im Innern von T ausdehnen; 
nur haben wir hier zur Bestimmung der Vorzeichen von dp und ds, wenn deren gegenseitige 
Abhängigkeit wie dort festgesetzt wird, noch eine Angabe hinzuzuBlgon , welche entweder 
«las Vorzeichen von dp otler von ds fcstsetzt; und zwar werden wir bei einer in sich zurück- 
laufenden Linie angeben, von welchem der durch sie geschiedenen Flächentheile sie als Begren- 
zung gelten solle, wodurch das Vorzeichen von dp bestimmt wird, bei einer nicht in sich zu- 
rücklaufeiideu aber ihren Anfangsjmnkt , d. b. den Endpunkt, wo s den kleinsten Werth 
annimmt. 

Die Einführung der für cos. $ iiud cos. fl erhaltenen Werthe in die im vorigen Art. bo- 
wiesene Gleichung giebt, in demselben Umfange wie dort genommen, 

/(jf + 37)^^ = -/( 4 : + 'ii)- - -n)-' 

9. 

Durch Anwendung des Satzes am Schliisse des vorigen Art. auf den Fall, wo in allen 
dX dY 

Theilen der Fläche - — 4- -t— “ o ist, erhalten wir folgende Sätze: 
dx dy 

I. Sind X und Y zwei in allen Punkten von T endliche und stetige und der Gleichung 

^ 0 genügtiudo Functionen, so ist durch die ganze Begrenzung von T ausgedehnt 

dx dy 

Denkt man »icl> eine Iwliebige Ober A ansgestrockto Fläche in zwei Stücke und 

/*/ dx tiy\ 

auf beliebige Art zerfllllt, ao kann das Integral / (X — -f“ “ Bezug auf die Be- 

J \ dp dp/ 

grouzung von betrachtet werden als die Differenz der Integrale in Bezug auf die Begrenzung 
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von und in Bezug auf die Begrenzung von indem, wo sich bU zur Begroiizuug von 
erstreckt, beide Integrale sich aufheben, alle übrigen Elemente aber einem Elemente der 
Begrenzung von entsprechen. 

Mittelst dieser Umformung ergiebt sich aus 1.: 

/' / dx 

II. Ihjr Werth des Integrals / fX — tlurch die ganze Begrenzung einer 

•' \ dp dp/ 

über A ausgebroiteten Flüche erstreckt, bleibt bei beliebiger Erweiterung oder Verengerung der- 
selben constant, wenn nur dadurch keine Flficbentheile aus* «xler eintreten, innerhalb welcher 
die Voraussetzungen des Satzes I. nicht erfüllt sind. 

Wenn nm» di© Functionen X, Y zwar in jedem Theile der Flüche T der vorgestihriebcneu 
Differvntialgloichung genügen, aber in einzelnen Linien oder Funkten mit einer Unstetigkeit be- 
haitei sind, so kann man jede solche Linie und jeden solchen Punkt mit einem bebebig kleinen 
Flücbcntheil als Hülle amgeben und erhält dann durch Anwendung des Satzes 11.: 

III. Das Integral f (- Y — ^ds in Bezug auf die ganze Begrenzung, von T ist 

*' \ d p d p/ 

gleich der Summe der Integrale f — -f- Y — ^ d s in Bezug auf die ümgrenzungou aller 

•' \ dp dp/ 

ro.4tetigkeitftsl«llen, und zwar behält in Bezug auf jede einzelne <Ueser Stellen das Integral 
denselben Werth, in wie enge Grenzen man sie auch einscbliessen möge. 

Dieser NVerth ist für einen blossen Ünstetigkeitspunkt nothwendig gleich o, wenn mit der 
Entfernung p des Punktes 0 von demselben zugleich q X und q Y unendlich klein werden ; 
denn führt man ln Bezug auf einen solchen Punkt als Anfangspunkt und ©ine beliebige Au- 
fangsrichtung Polarcoordinateu ^ ein und wählt zur Umgrenzung einen um den6©ll>en mit 
dem lia<littö q beschriebenen Kreis, so wird dos auf ihn bezügliche Integral durch 

y *2Ä/ dx ^y\ 

(X— -}-Y— ipdy ausgedrückt und kiUin folglich nicht einen von Null verschiedenen 
0 \ dp dp/ 

Werth X haben, weil, was auch x sei, ^ immer so klein angenommen werden kann, lUvss abge- 

^„1.™ - ö,_ c»i»i:..i. 



( dx d y\ 

X — — Y — 1 ^ 



für je«ien Werth von y <C — und folglich 
2 7f 



IV. Ist in einer einfach zusammenhängenden ülwr A ausgobreiteten Flüche ftlr jeden 
Flächentbeil dos durch dessen ganze Begrenzung erstreckte Integral J +Y— '^ds oder 

j "1* _ X~^ ds — 0 , 80 erhält für irgend zwei feste Punkte 0^ und 0 dies Integral 

in Bezug auf all© von 0 in dcrsellion nach 0 gehende Linien denselben Werth, 
o 

Je zwei di© Punkte 0 und 0 verbindende Linien s und s bilden zusammengeuonunen 
o IS 
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«ine in sich mrttcklaufende Linie s^. Diese Linie besitxt entweder eelbet die Eigenschaft, 
keinen Punkt mehrfach nx durchschneiden, oder man kann sie in mehrere allenthalben einfache 
in sich zorOcklaufendo Linien zerlegen, indem man von einem beliebigen Ponkte aus dieselbe 
durchlanfend jedesmal, wenn man zu einem frühem Punkte zurttckgclangt , deu inzwischen 
durchlaufenen Tbeil ausscheidet und den folgenden als unmittelbare Fortsetzung des verberge^ 
henden betrachtet. Jede solche Linie aber zerlegt die Flttche in eine einfach und eine zweifach 
zusanunenbBngende ; sie bildet daher nothwendig von Einem dieser Stücke die ganze Bcgren* 

zung, und das durch sie erstreckte Intogral f (y\ — Xv^^ds wird also der Voraos- 

•/ \ ds d 8/ 

Setzung nach = o. Dasselbe gilt folglich auch von dem durch die ganze Linie erstreckten 

Integrale , wenn die Gr5sse s übeiuU in derselben Richtung als wachsend betrachtet wird ; 
es müssen daher die diurcb die Linien s^ und erstrockten Integrale, wenn diese Richtung 

ungoftndert bleibt, d. h. in einer derselben von 0 noch 0 und in der andern von 0 nach 

0 geht, einamler anfbeben, also, wenn sie in letzterer geändert wird, gleich wenlen. 
o 

d X d Y 

Hat man nun irgend eine beliebige Fläche T, in welcher allgemein zu reden 4- — 

dx dy 

= o ist, so schliesso man zunächst, wenn n<1thig, die Unstetigkeitsstellen aus, so dass im ühngen 

Flächenstücke für jeden FlächentheiJ f X— ^^dssss o ist, un<l zerlege dieses durch 

«' \ ds d s/ 

Queorschnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche T*. Für jede im Innern von T* von 
einem Punkto 0^ nach einem andern 0 gehemle Linie hat dann unser Integral denselben Werth; 

dieser Werth, lür den zur Abkürzimg die Bezeichnung /*^ ds gestattet 

OqV ds ds/ 

sein müge, ist daher, 0^ als fest, 0 als beweglich gedacht, für jede Lago von 0 abgesehen 

vom Laufe der Verbindungslinie ein bestimmter und kann folgUc-h aXa Function von z, y be- 
trachtet werden. Die Aenderung dieser Function wird für eine Verrückung von 0 längs eines 

beliebigen Linienelemonts ds durch “ ^d^) ausgodrückt, ist in T* überall stetig 

und längs eines Queerschnitts von T zu beiden Seiten gleich; 

V, das Integral Z — f ^ Ty^ — X~^ ds bildet daher, 0 als fest gedacht, eine 
O^V ds ds/ 0 

Function von x, y, welche in T* überall sich stetig, beim ücborschreiten der Queorschnitte von 
T aber um eine längs derselbon von einem Zweigpunkte zum andern constante Grösse Undertt 
imd von welcher der partielle Diücrentialquotieut 



dZ _ ^ 

d X * dy 



— X ist. 



Die Aenderungen beim Ueberschreiten der Queorschnitte sind von einer der Zahl der 
Quvcrschnitto gleichen .Anzahl von einander unabhängiger Grössen abhängig; denn wenn man 
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das Quoorschnittsjstem rückwärts — die späteren llieile zuerst — durchläuft, so ist diese 
Aenderung überall bestimmt, wenn ihr Werth beim Beginn jedes Qucerschnitte gegeben wird; 
letztere Wertbe aber sind von einander unabhängig. 



10 . 

du^ .du du^ .du 

Setzt man für die bisher durch X bezeichnete Function u r u — und u u' für Y, 

dz dx dy dy 



dX dY /d*n d'uN ,/d*u d*u\ 

wird -r— + =ol T~i T .“i ) “ ül - -- + ;-} ), wenn also die Pimctionen n und 
d X d y Vd X* d yv \dx* dy V 



<d*n’ d'uN ,/d*u d*u\ 



o genügen, so wird 
.dx 



mi am am am 

n den (ileichungen T-i + T"t = “• ;“•+ 

dx’ dy’ dx’ d x’ 

^ = 0 , und cs finden auf den Ausdruck f (x'^~ + Y-^'\ds, welcher 

dxdy •'Vdpdp/ 

/"^n — — ds wird, die Satze des vorigen Art. Anwendung. 

•' V d p dp/ 



^ dj 
d x d y 

du ,du\ 

n; “ “ dpj 

Machen wir nun in Bezug auf die Function u die Voraussetzung, dass sie nebst ihren 
ersten Ihflerentialquotienten etwaige Unstetigkeiten jedenfalls nicht längs einer Linie erleidet, und 
fQr jeden Unstetigkeitspunkt zugleich mit der Entfernung p des Punktes 0 von demselben 

und unendlich klein werden; so können die Unstet igkeiten von u in Folge der 

dx dy 

Bemerkung zu III. des vorigen Art. ganz unberücksichtigt bleiben. 

Denn alsdann kann man in jeder von einem Unstetigkeitspnnkte ausgehenden geraden 

du dudx dudy 

Linie einen Werth K von p so annehmen, dass p - = p-— f-p — — unterhalb des- 

dp dx dp dy dp 

selben immer endlich bleibt, und bezeichnet U den Werth von u für p ^ B, M abgesehen vom 

d u 

Zeichen den grössten Werth der Function p — in jenem Intervall; so wird in derselben 

dp 

Be<lcutung genommen stets n— 0 < 11 (logp— logK) sein, folglich p(n — U) und also auch pn 

du 

mit p zugleich unendlich klein werden ; dasselbe gilt aber der Voraussetzung nach von p 

und p^ und folglich, wenn u' keiner ünstetigkeit unterliegt, auch von 
dy 

( dn' ,dn\ . /du' ,du\ . . . 

u u I und p I n - — — u ~ I ; der mi vorigen Art. erörterte Fall tritt hier 

dx dx/ \ dy dy/ 

also ein. 

Wir nehmen nun ferner an, dass die den Ort des Punktes 0 bildende Fläche T allent- 
halben einfach Uber ansgebreitet sei, und denken uns in derselben einen Imliebigen festen 

Punkt 0 , wo u, X, y die Werthe u , x , y erlialten. Die Grösse 
0 o o o 

^ log t(x — X )* -)- (y — y )’l — log r als Function von x, y betrachtet, hat alsdann die Eigen- 
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d*loKr dMogr 

Schaft, dass - * ^ = o wird, und ist nur für x = x , y = y , also in unst^rm Falle 

dx* dy* <► 0 

nur für Einen Punkt der ^ftche T mit einer Unstetigkeit behaftet. 

Es wird daher nach Art. 9., III., wenn wir logr für n' setzen f* — — logr— ^ds 

V d p dp/ 

in Boz\ig auf die ganze Begrenzung von T gleich diesem Integrale in Bezug auf eine lieliebige 
Umgrenzung des Punktes 0^ und also, wenn wir dazu die Peripherie eines Kreises, wo r 

einen constanten Worth hat , wählen und von einem ihrer Punkte in einer beliebigen festen 
Richtung den Bogen bis 0 in Theilen des Halbmessers durch 9 bezeichnen, gleich 



- odorda ^ 

J 0 dr dp J 6 



/ 2 rr 
0 



welcher Werth, wenn u im Punkte 0 stetig ii^, fhr ein unendlich kleines r in — u 2 n* 

o ^ o 

übergeht. 

Unter den in Bezug auf u und T gemachten Voraussetzungen haben wir daher für eincu 
beliebigen i*unkt 0 im Innern der Fläche, in welchem u stetig ist, 

1 /» / du dlogr\ 

u s= — II logr u - I dB in Bezug auf die ganze Begrenzung derselben und 

o \ dp dp / 

1 2 jz 

=s — / udo> in Bezug auf einen um 0 beschriebenen Kreis. 

2ftJ 0 ^ ® 

Aus dom ersten dieser Ausdrücke ziehen wir folgenden 

Lehrsatz. Wenn eine Function u innerhall) einer die Rlieno A allenthalben einfach be« 



d *u d *u 

deckenden Fläche T allgemein zu reden der Differentialgleichung ^ -f- - ^ = o genügt 

und zwar so, dass 

1) die Punkto, in welchen diese Differentialgleichung nicht erfüllt ist, keinen Flä’ 
ebontheU, 

2) die Punkte, in welchen u, - unstetig werden, keine Linie stetig urftüleu, 

d X dy 

3) für jedon Uustotigkoitspunkt zugleich mit der Entfernung ^ des Punktes 0 von dem« 

du du 

seU)cn die Grossen 0 — , 0 — unendlich klein werden und 
dx dy 

4) bei u eine durch Abänderung ihres Worth)« in einzelnen Punkten heblxire Unste- 
tigkeit ausgeschlossen ist, 

80 ist sie nothwendig nebst allen ihren Differentialquotienten für alle Punkte im Innern dieser 
Fläche endlich und stetig. 

ln der That, betrachten wir den Punkt 0 als beweglich, so ändern sich in dem Aus- 

r/ du dlogr\ dlogr dlogr 

drucke / (logr — — u ) ds nur die Werthe logr, — — , — — . Diese Grossen 

\ dp dp / dx dy 

aber sind für jedes Element der Begrenzung, so lauge 0 im Innern von T bleibt, nebst allen 
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ihren Differentialqnotienten endliche und stetige Punetionen Ton y^, da die Differentialqno* 

tienten dia-ch gebrochene rationale Functionen dieser Grössen ansgedrflekt worden, die mir 

Potenzen von r im Nenner enthalten. Dasselbe gilt daher auch für den Werth nnsera Integrals 

und folglich für die Function u . Denn diese könnte unter den fidlhcren Voraussetzungen nur 
o 

iü einzelnen Punkten, inilcm sie unstetig wtlrdD, einon davon verschiedenen Werth haben, 
welche MtlgUchkeit durch die Voraussetzung 4. unsers Lehrsatzes wegfhUt 



Unter denselben Voraussetzungen in Bezug auf u und T, wie am Schlüsse des vorigen 
Art. haben wir folgende Sätze : 

d u 

I. Wenn l&ngs einer Linie n = o und ~ = o ist^ so ist u überoU =: o. 

dp 

Wir beweisen zunächst, dass eine Linie wo u = o und ~ o kt, nicht die 

dp 

Begrenzung eine« Flächentheils a, wo u {>osttiv ist, bilden könne. 

(Tcaetzt, dit'rs fUnde Statt, so scheide man ans a ein Stück aus, welches eines ThoUs durch 
andern Theils durch eine Kreislinie begrenzt wird und den Mittelpunkt dieses Kreises nicht 
enthält, welche Constmetion allemal möglich ist. Man hat dann, wenn man die Polan^jordinaton 
von 0 in Bezug auf 0 durch r, tf bezeichnet, durch die ganze Begrenzung dieses StQcks aas- 



, , y, du , r dlogr , 

gedehnt / logr ~ d 8 — / n d s = o , 

•/ (Ip J dp 


also in Folge 


gauien Ihr angehijrigen Kreisbogen 




J'ndif -f- logr y'~ds = o, oder da 


ydn 

Vd-p '** = '’ 



was mit der Voraussetzung, dass u iro Innern von a positiv sei, unverträglich ist. 

du 

Auf ähnliche Art wird bewiesen, dass die Gloichongen u a o und s o nicht in 

dp 

einem Degrenzungstbeiie eines Flächonstücks b, wo u negativ ist, statthndon könne. 

Wenn nun in der Fläche T in einer Linie u — o und ^ ^ = o ist und in irgend einem 

dp 

Theile derHcllwn n von Null verschieden wäre, so müsste ein solcher Flächentheil offenbar ent- 
weder durch diese Linie selbst oder durch einen Flächouthcil , wo us=o wäre, also jedenfalls 
du 

durch eine Linie wo u und — = ® wäre, begrenzt werden, was nothwendig auf eine der 
dp 

vorhin widerlegten Annahmen führt. 

du 

n. Wenn der W'erth von u und längs einer Linie gegeben ist, so ist u dodurrb 

dp 

in allen 'llieilen von T bestimmt. 

Sind u^ und irgend zwei bestimmte Functionen, welche den der Function u auferlcgteu 
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Bedingungen genOgen, *o gilt dies auch, wie «ich durch dubatitution in dieeen Bedingungen 
80 fort ergiebt, für ihre Differenz u^ — n^. Btinunten nun u^ und u^ Unge einer Linie nehet 

ihren ersten Oifferentialquutienten nach p Dberein, in einem andern FUchentheile aber nicht. 



BO worden Ungs dieser Linie u^ — > 



d(u 



und 



V 



dp 



0 sein, ohne Oberall 



zu sein, dem Satze L zuwider. 

III. Die Punkte im Innern von T, wo u einen constanten Werth hat, bilden, wenn n 
nicht Oberall oonstant ist , nothwendig Linien , welche FlSchentheile , wo u grosser ist , von 
Fllchentheilen , wo u kleiner ist, scheiden. 

Dieser Satz ist aus folgenden zusammengesetzt: 
u kann nicht in einem Punkte im Innern TOn T ein Minimum oder ein Mazimum haben; 
u kann nicht nur in einem Theile der Fläche constant sein; 

die Linien, in denen u = a ist, kOnnen nicht beiderseits Fläcbenthoile begrenzen, wo u — a 
dasselbe Zeichen hat; 

Sätze, deren Oegentheil, wie leicht zu sehen, allemal eine Verletzung der im vorigen Art. 
1 /'2w 

bewiesenen Gleichung n as r— / n d jp oder / (u — n)d9i = o herbeitOhren 

mOsste und folglich unmilglicb ist. 



12 . 



Wir wenden uns jetzt zurOck zur Betrachtung einer veränderlichen complexen Grosse w = 
n -f* V t, welche allgemein zu roden (d. h. ohne eine Ausnahme in einzelnen Linien und Punkten 
auBinschlieasen) , für joden Punkt 0 der Fläche T Einen bestimmten mit der Lage desselben 
du dv du dv 

stetig und den Gleichungen ^ ^ , — = — ^ gemäss sich ändernden Werth hat, und 



dz dy’ dy dz 
liezcichnon diese Eigenschaft von w noch dem frOher Festgestelltun dadurch, dass wir w eine 
Function von z = z -f- y> nennen. Zur Vereinl'achnng des Folgenden setzen wir dabei im 
Voraus fest, dass bei einer Function von z eins durch Abänderung ihres Werthes in einem 
einzelnen Punkte hebbare Unstetigkeit nicht Vorkommen solle. 

Der Fläche T wird vorerst ein einfacher Zusammenhang und eine allenthalben oinfacbo 
Ausbreitung Ober die Ebene A beigelegt. 

Lehrsatz. Wenn eine Function w von z eine Unterbrechung der Stetigkeit jedenfalls 
nicht längs einer Linie erleidet und ferner fOr jeden lieliebigcn Punkt 0 ' der Fläche, wo z = z' 
sei , w (z — z') mit unendlicher Annäherung des Punktes 0 unendlich klein wird , so ist sie 
nothwendig nebst ollen ihren Differentialquotienten in allen Punkten im Innern der Fläche 
endlich und stetig. 

Die Aber die Veränderungen der GrOsse w gemachten Voraussetzungen zer&llen, wenn 

du dv 

gesetzt wird , für u und v in die folgenden : 1 ) i j ® »■nl 2 ) 

dz dy 









du dv 
dy dz ~ ” 



für jeden Theil der Fläche T ; 8 ) die Functionen u und V sind nicht längs einer 
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Lini« unstetig ; 4) fUr joden Funkt 0' werden mit der Kotfernung g des Ponktea 0 von dem- 
selben fu und ^v unendlich klein; 5) fUr die Functionen u und v sind UnaUtigkeiton, die 
durch Abänderung ihre« Worthes ln oiiizolnen Punkten gehoben worden könnten, auage- 
scblosaeu. 

In Folge der Voraussetzungen 2, 3, 4, ist für jeden Theil der Fläche T das Uber desaeii 

/• / d X dy\ 

ganze Begrenzung ausgedehnte Integral /{u )^8 nach Art. 9., UI. =* o und 

V d 8 d s/ 

y »0 /dx dy\ 

^ . — V . Ida erhält daher (nach Artikel 9., IV.) durch jede von 

0^ \d 8 d 8/ 

0^ nach 0 gehende Linie erstreckt denselben Werth und bildet, 0^ als fest gedacht, eine bis 
aal' einzelne Punkte nothwendig stetige Function U von x, y, von welcher (und zwar noch 5, 

dü dü 

in jedem Punkte) der Diflferontialquotient — = u und =s — v ist Durch Substitution dieser 

d X d y 

Werthe Air u und v aber gehen die Voraussetzungen 1, 3, 4 in die Bedingungen doa Lehrsatzes 
am Schlüsse des Art. 10. Uber. Die Function ü ist daher nebst allen ihren DilferentiaU 
quotienten in allen Punkten von T endlich und stetig und dasselbe gilt folglich auch von der 

dü dü . 

complexen Function w s ~ ^ i und ihren nach z genommenen Differentiaiquotienten. 
d X d 7 



13. 



Es aoU jetzt untersneht werden, was eintritt, wenn wir unter Beibehaltung der sonstigen 
Voraussetzungen des Art. 12. annohmen, dass für einen bestimmten Punkt 0' im Innern der 

Fl&che (z — = wbei unendlicher AnnShenmg des Punktes 0 nicht mehr unendUch 
klein »ird. In diesem Palle wird also w bei unendheher Annäherung des Punktes 0 an 0’ 



unendlich gross, und wir nehmen an, dass, wenn die Grnsse w nicht mit von gleicher Ord- 

g 

nung bleibt, d. h. der Quotient beider sich einer endlichen Grenze nähert, wenigstens die Ord- 
nungen beider Grossen in einem endhehen Verhältnisse zu einander stehen, so dass sich eine 
Potenz von f angeben lässt, deren Product in w für ein unendlich kleines , entweder unendlich 
klein wird oder endlich bleibt. Ist ft der Exponent einer solchen Potenz and n die nächst 
. n 0 o w i . 

groasorc ganze Zahl, so wird die Grösse (z — z)w = ^e w imt g unendlich klein, und 



es ist daher (z — 



*') 



n — 1 



w eine Function von 



z (da 



d (z 




dz 



von dz imabhängig ist). 



welche in diesem Theile der Fläche den Voraussetzungen des Art. 12. genOgt und foIgUch im 
Punkte 0' endheh und stetig ist. Bezeichnen wir ihren Werth im Punkte 0‘ mit a^ j , so 

ist (z — zO ° ^ w — a eine Function , die in diesem Punkte stetig und = o ist und 

n — 1 

folghcb mit f uuondhch klein wird, woraus man nach Artikel 12. schhesst, dass 

3 
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(z — z') 



n — 1 

w 




CID« im Punkte 0' stetig« Function iat. 



Durch Fortsetzung «lieaes 



Verfahreiiä wird offenlwir w mittelst Suhtraction eines Ausdnicke« von der Form 

I , 8 n— 1 

z — z' (z — z')* * * * ’ (2 _ 2 ')“ ~ * 
in eine Fundion verwandelt, welche im Punkte (Y (rndlicb und Hietig bleibt. 

Wenn daher unter den Voraussetzuuf^'n des Art. 12. die Aoiidorung eintritt, das» bei 
anendlicher Annäherung von 0 an einen Punkt Ü* im Innern der Fläche T die Function w 
unendlich gross wird, ao ist die Ordnung diese» unendlich Grossen (eine im verkehrten Ver- 
hfiltnisse der Entfernung wachsende Grdssc als ein unomüich Grosses erster Ordnung l>etrachtet) 
Wenn sie endlich ist, notbweudig eine ganze Zahl; und ist diese Zahl »sm, so kann die 
Function w durch Hinzuftlgung einer Function, welche 2rn wülktlhrliche Constanten eiithäU, 
in eine in diesem Punkte 0' stetige verwandelt werden. 



Anm. Wir betrachten eine Function als Eine willkübrlichc Cunstante enthaltend, wenn die mog* 
liehen Arten, sie zu bestimmen, ein stetig Gebiet von Einer Dimension unifaueu. 



M. 

Die im Art. 12. und 13. in Bezug auf die Fläche T gctnachteu Besclirüukuiigeu sind für 
die Galligkeit der gewonnenen Resultate nicht wesentlich. Offenbar kann mau jeden Punkt im 
Innern einer beliebigen Fläche mit einem Stacke denieU>eu umgeben, weiche» die dort voraus« 
gesetzten Eigenschaften besitzt, mit alleiniger Ausnahme des Falles, wo dieser Punkt ein Win« 
dungspunkt der Fläche ist. 

Um diesen Pall zu untersuchen, denken wir ims die Fläcltc T oder ein beliebiges Stück 
derselben, welches einen Wludungspuukt n-lster Onlmmg 0', wo z z' =* x' = y' i sei, ent- 

1 

hält, mittebt der Funktion t = (2 — z')“ auf einer andern Elieuo -r/ abgebildet, d. h. wir 
denken uns den WYrth der Function -|- jyi im Punkto 0 durch einen Punkt dessen 

rccbtwinkligo Coordinaten 17 sind, in dieser Elwsiic vertreten, mul Mrachtcu O als Bild de» 
Punkte» 0. Atif diesem Wege erhält inan al» Abbildung dieses Theil« der Fläche T eine 
zusammenhängende Uber X uosgebriutete Fläche, die im Punkte dem Bilde des Ihinkten O' 
keinen Windungspunki hat, wie »f>gleich gezeigt werden »oU. 

Zw F^xirung <ler Vorstellungen denke man sich um den Punkt O" in der Eigene A mit dem 
Halbmesser B einen Kreis beschrieben und parallel mit der x«Axe einen Durchmesser gezogen, 
wo also z — z' reelle Werthe annchmen wird. I>as durch diesen Kreis ausgeschiedene den 
Windungspunkt umgebende Stück der Flüche T wird dann zu l>eiden Seiten des Durchmesser» 
in n, wenn R hinreichend klein gewählt wird, abgesondert verlaufende halbkreisförmige Hä- 
chenstUcke zerfallen. Wir bezeichnen auf derjenigen Seite des Durchmessers, wo y — y" positiv 
ist , diese FLUchenstfleke durch , a^ . . . . , auf der entgegengeseUten Seite durch 

a' , a' . . « . a' , und nehmen an, dass für negative Werthe von z — z a , . . . . a der 

r 8 n ® r 8 n 
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iU'ibe iiacli mit a , a' a , l'Or poüiliv» Jagegen mit a' , a”, a' , vcrbnoJen seien, 

1 S & a 1 n~i 

so dass ein den Punkt 0' (im erforderlichen Sinne) umknusender Punkt der i^7ihc nach die 

Fiatrhen a , a . a , a' . . . . u , a' durchlilufl und durch a wieder in a ztirUckiirelantrt. 

I12S RD n |P>e 

welche Annahme offeiilmr gestattet ist. Führen wir nun für beide Ebenen Polarcoordinaten ein, 

f ff i 

indem wir t — z =z^e , ^zz.ae setaeu, und wklilen zur Abbildung des Flächenstücks a 

i i ii 

denjenigen Werth von (z — , welchen letzterer Ausdruck unter der Atumhme 

1 

'*<? <^ erhalt, so wird für alle Punkto von und o<y»< die Bilder 



derselben in der Ebene fallen also s&mmi lieh in einen von ^=. 0 bis = sich erstrecken* 

n 

1 

den JSector eines um Ö mit dem Radius R“ beschrielienen Kreises, und zwar entspricht jedem 
Punkte von Ein zugleich mit donsolben stetig fortrückeuder Punkt dieses Seetors und um- 
gekehrt. woraus fidgt, dass die Abbildung der FlScbe a^ eine zusammunhäiigende einfach Ul>or 
diesen Sector ausgebreitete Fläche ist. Auf ähnliche Art erhält man fllr die Fläche a^ ^ Abbildung 

2 ^,. , 

einen von « 1 »= bis » = — — , für a einen von — bis «»=s . endlich für a einen von 

n u 2 n n n 

2n—I 

fas - n bis tft = 2rt sich erstreckenden SiMJtor, wenn man f für jeden Punkt dieser 
n 

{’lächün der Hcibc nach zwischen n und 2/r, 2n und 3» . . . . (2n— l)w und 2u?v wählt, 
was immer und nur auf eine Weise müglich ist. Diese Scctoren sebiiesaen sich aber in der- 
selben Folge an cüiundor, wie die Flächen a und a', und zwar so, daas den hier zusammen- 
stossenden Punkten auch dort zusammemstossende Punkte entsprechen; sie können dalicr zu 
einer zusammenhängenrlcn Abbildnng eines den Punkt 0' eiiischliesaenden Stückes der Fläche T 
zusommengefUgt werden , und diese Abbildung ist offenbar eine über die Ebene einfach aus* 
gebreitete Fläche. 



Eine verätiderlicbo Grüsso, die für joden Punkt 0 einen bestimmten Werth hat, hat dies 
auch für jeden Punkt 0) und umgekehrt, da jedem 0 nur ein und jedem 0 nur ein 0 
entspricht; ist sie ferner eine Function von z, so ist sie dies auch von Cf indem, wenn 

von dz. auch ^ von dC unabhängig ist, und umgekehrt. Es ergiabt sich hieraus, dass 
dz dC 

auf alle Functionen w von z auch im Windungspuuktc 0' die Sätze der Art. 12. und 13, ou- 

1 



gewandt werden künnon, wenn man sie als Functionen von (z — z')“ betrachtet. Dies lie- 
fert folgenden Satz: 



Wenn eine Function w von z bei uuendlicher Annäherung von 0 
n — later Ordnung 0' imeudlich wird, so ist dieses unendlich Grosse 



an einen Windungspunkt 
nothwendig von gleicher 



3 • 
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Ordnung mit einer Potenz der Ent femnng, deren Exponent ein Vielfaches von Ut, und kann, 
wenn dieser Exponent — — iat^ durch HinzufUgung einea Ausdrucks von der Form 



' ’ jt* 

(i — z')“ (z— »')“ tz — z')“ 

wo a. , a . ...a willkührliche complexe OrOssen sind, in eine im Punkte 0' stetige verwan> 

IX n 

delt werden. 

Dieser Satz enthält aU CoroUar, dass die Function w im Punkte 0* stetig ist, wenn 
1 

(z — z’)“w bei unendlicher Annäherung tle« Punktes 0 an 0' unendlich klein wird. 



15. 



Denken wir uns jetzt eine Function von z, welche für jeden Punkt 0 der beliebig über 
A ausgebroiteton Fläche T einen bestimmten Werth hat und nicht überall constant ist, goome> 
trisch dargestoUt, so dass ihr Werth wssu + vi im Punkte 0 durch <pnen Punkt Q der 
Ebene B vertreten wird, dessen rechtwinklige Coordinaten u, v sind, so ergiebt sich 
Folgendes : 

I. Die Gesammthoit der Punkte Q kann betrachtet werden , als eine Fläche S bildend, in 
welcher jedem Punkte Ein bestimmter mit ihm stetig in T fortrückonder Punkt 0 entspricht 

Um dieses zu beweisen, ist offenbar nur der Nachweis erforderlich, dass die Lage des 
Punktes Q mit der des Punktes 0 sich allemal (und zwar allgemein zu reden stetig) ändert. 
Dieser ist in dem Satze enthalten: 

Eine Function w = u4*vi von z kann nicht längs einer Linie constant sein, wenn sie 

nicht überall constant ist. Beweis: Hätte w längs einer Linie einen constanten Werth a-f“!’!» 

d(u— a) , . T - • » d*(u — a) , d*(u — a) 

welches = — , für diese Lime und * 

ds 



so wären u — a und 



dp 



dx* 



ül>erall »o, es müsste also nach Satz 11., I. u- 



■ a und folglich da ^ ; 

dx dy dy 



dy* 

dv 



auch V — b überall ss: o sein, gegen die Voraussetzung. 

II. In Folge der in I. gemachten Voraussetzung kann zwischen den llieüen von S nicht 
ein Zusammenhang Statt finden ohne einen Zusammenhang der entsprechenden Tbeile von T; 
umgekehrt kann überall, wo in T Zusammenhang Statt findet und w stetig ist, der Fläche S 
ein entsprechender Zusammenhang beigelegt werden. 

Dieses vorausgesetzt entspricht die Begrenzung von S einestheils der Begrenzung von T, 
andemtheils den Unstetigkeitsstellen; ilu*e inneren Thoile aber sind, einzelne Punkte ausgenom- 
men, überall schlicht über 6 ausgebreitet, d.h. es findet nirgends eine Spaltung in auf einan- 
der liegende Theile und nirgends eine Umfaliong Statt. 

Ersterca künnte, da T überall einen entsprechenden Zusammenhang besitzt, offenbar nur 
eintreten, wenn in T eine Spaltung vorkäme — der Annahme zuwider — ; Letzteres soll sogleich 
bewiesen werden. 
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Wir beweisen zuvörderst, dass ein Punkt Q*, wo endlich ist, nicht in einer Falte der 

dz 

Pl^he ä liegen kann. 

In der That, umgeben wir den Punkt 0', welcher Q' entspricht, mit einem Stücke der 
FLfiche T von beliebiger Gestalt und unbestimmten Dimensionen, so müssen (nach Art. 3.) die 
Dimensionen desselben stets so klein angenommen werden können, dass die Gestalt des ent> 
sprechenden Theils von 8 beliebig wenig abweiebt, und folglich so klein, dass die Begrenzung 
desselben aus der Bbene D ein Q' einschliesscndes Stück ausscheidut. Dies aber ist unmöglich, 
wenn Q' in einer Falte der Fläche S liegt, 
d w 

Nun kann , als Function von z, nach L nur in einzelnen Punkten =o, und, da w 
dl 

in den in Betracht kommenden Punkten von T stetig ist , nur in den Windungspunkten dieser 
Fläche unendlich werden; folglich otc. w. z. b. w. 

3. Die Fläche S ist folglich eine hläche, für welche die im Art. 5. für T gemachten Vor- 
aussetzungen zutreffen; und in dieser Fläche hat für jeden Pimkt Q die unbestiminte Grösse z 

Einen bestimmten Werth, welcher sich mit der Lage von Q stetig und so ändert, dass ^ von 

d w 

der Richtung der Ortsäuderuug unabhängig ist. Es bildet daher in dem früher festgclegten 
Sinne z eine stetige Function der veränderlichen complexeu Grösse w für das durch 8 dargo- 
stelltc Grössengebiet. 

Hieraus folgt ferner: 

Sind O*' und Q' zwei entsprechende innere Punkte der Flächen T und 8 und in denselben 
z ~ z', w = w', so nähert sich , wenn keiner von ihnen ein Windungspunkt ist, bei unendlicher 

Annäherung von 0 an 0 einer endlichen Grenze, und die Abbildung ist daselbst eine 

z — z 

in den kleinsten Theilen ähnliche; wenn aber Q' ein Windungspunkt n — Ister, 0' ein Win- 

ji_ 

(w w*) * 

dungHpankt in — Ister Ordnung ist, so nShert sich j- bei unendlicher Annäherung ron 

(* — *')“ 

0 au 0' einer endlichen Grenze, und Ihr die onstosaenden Fläehenthoile findet eine Abbildungs* 
art Statt, die sich leicht aus Art. 14. ergiobt. 



Lehrsatz. Sind a und zwei beliebige Functionen von z, y, für welche das Integral 

/[(!;- ajy+C; jdT durch olle Theile der beliebig über A ausgobreiteten 

Fläche T ausgedehnt einen endlichen Werth hat, so erhält das Integral bei Aenderung von a 
um stetige oder doch nur io einzelnen Punkten unstetige Functionen, die am Rande so sind, 
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immer für eine dieser Funetienen einen Minimumwertfa und, wenn man durch Abünderung in 
einzelnen Punkten lieUiare Unstetigkeiten ausachliesst , nnr fUr Eine. 

Wir Iwzoicbnen dnreh k eine unliestiuuiite stetige oder doch nur in einzelnen Punkten 
unstetige Function , welche am Konde o ist und fUr welche dos lutegral 

'•=/[®+di)i dT Oljer die ganze KlBchc ausgedehnt einen endlichen Werth 

erhält, durch <e eine unhestimmte der Functionen endlich das Uber die ganze Flüche 

/T/dw dd\* . /dw , dd\*i 

erstreckt« Integral J V.1 ^d / J durch Sl. Die Oesammtheit 

der Function ü bildet ein xusonuuenbüngendes in sich al>geschlusseneB Gebiet, indem jede die- 
ser Functionen stetig in jede andere Obergehen , sich aber nicht einer längs einer Linie un- 
stetigen unondlich anniihem kann, ohne dass L imendlich wird (Art. 16.); fllr jedes l erhält nnn, 
<u = a-j-l. gesetzt, ü einen endlichen Worth, der mit L zugleich unendlich wird, sich mit 
der Gest.alt von 1 stetig ändert, aW nie unter Null herubsinken kann; folglich hat SJ wenig- 
stens für Eine Gestalt der Function u ein Minimum. 

Dm den zweiten Tlieil unseres Satzes zu Iwweisen, sei u eine der Functionen u, welche SJ 
einen Minimumwerth crtheilt, h eine unbestimmte in der ganzen Fläche constonte Grösse, so 
dass u-j-hJl den der Function ui vorgeschriebenen Bedingungen genügt. Der Werth von O 
für «o = u -j- bA , welcher 



= /[s-:-0’+(j-;+sD’] 



dT 






muss alsdann für jedes A (nach dem Bcgrilfc des Minimtmis) grösser als M werden, sobald fa 
nur hinreichend klein genommen ist. Dies erfordert aber , dass für jedes A N = o sei ; denn 

andernfalls würde 2Nh-f- Lh* =: L h*^l 4*^^ negativ werden, wenn h dem N entgegenge- 

2N 

setzt and abgesehen vom Zeichen < - iuigenommcii würde. Der Werth von 12 für ui = u -|- A. 
* L 

in welcher Form offenbar alle möglichen Worthe von <o enthalten sind, wird ilaher = M-j-L, 
und folglich kann, da L wesentlich positiv ist, 12 für keine Gestalt der Function u> einen 
kleinern Werth erhalten , als für w = n. 

Findet nun für eine andere u' der Fnnctionen tu ein Minimuniwertb M ' von 12 Statt, so 
muss von diesem offenbar dasselbe gelten, man luit also M'<M und M<M', folglich M = M . 
Bringt man aber n’ auf die Form u-|-A', so erhält man für M' den Ausdruck M-f-L', woun L' 
den tVerth von L für A = A' bezeichnet, und die Gleichung M = M' giebt L’ = o. Dies ist nur 

möglich, wenn in ollen Fläcbenthoilen = o, = o ist," und es hat daher, so weit A' stetig 



dx 



dy 
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ist, dii*9e Kunction notliwHiidig einen conataiiten und folglich, da »io am Hände =o und nicht 
Kng» einer Linie unstetig ist, hflehstona in einzelnen Pimkten einen von Null verschiedenen Werth. 
Zwei der Functionen lu, welche Si einen Mimmnmwerth erthmlqn, können also nur in einzelnen 
Punkten von einander verschieden »ein, und wenn in der Funktion u alle diu-ch Ali&nderung 
in einzelnen Punkten hebbaren üustetigkeiten beseitigt werden, ist diese vollkommen bestimmt. 



17. 

Es SOU jetzt der Beweis nachgcüefert werden, das» Ä unbeschadet der Endlichkeit von L 
sich nicht einer längs einer Linie unstetigen Function y unendlich aiuilUicrn könne, d.h. wird 
die Function X der Bedingung unterworfen, ausserhalb o'uies die UnstetigkeitsUnie einschliesseii- 
den Flächentheils T' mit f übereinzustinnpen, so kann T' stets »o klein angenommen werden, 
tlos» L grösser ul» eine l>eliebig gege1>eno Grösse C werden mnss. 



Wir IsTOichnen , s und p in Bezug auf die Unstetigkeitsliuie in der gewohnten Bedeutung 
gi'nommen , fUr ein unbestimmte» s die Krtlmmung , eine auf der Seite der positiven p convexe 
als |xMitiv betrachtet, durch x, den Werth von p an der Grenze von T' auf der positiven Seite 
durch P|, auf der negativen Seit« durch p^ und die entsprechenden Werthe von y durch 
imd . Betrachten wir nun irgend einen stetig gekrümmten Theil dieser Linie, »o liefert der 
zwischen den Normalen in den Endpunkten enthaltene TheU von T', wenn er sich nicht bis zu 
den Krttmmungsmittelpunktcn erstreckt, zu L dun Beitrag 

^ds^ dp{l — xp) ^ (Ts) (1 )’]' *''^''*** Werth des Ausdrucks 






bei den festen Urenzwerfhen und y^ Ton X lindet sich aber 



(r, -y,)** 

nach bekannten Uegcbi — . — ; — . und folglich wird jener Beitrag 

log(l-xp^)-log(J-xpj) ' ^ 

nothwendig, wie auch X inoeriiaib T' angonommen werden m^gOv 
(r, — r,)*xds 

> / . Die Function y wHre t'tlr p = o stetig, wenn der 

J log(l -xp^)-log(l -xp^) 

grösste Werth, den — ;'j)’(llr »ji>Pj>o und erhidten kann, mit 

unendlich klein würde; wir können folglich Ittr jeden Worth von s eine endliche Grösse m 
so aunehmen, dass, wie klein auch luigenoramen werdeu möge, stets innerhalb der 

durch X > p >0 und <! ^ o (wo die Gleichheiten sich gegenseitig ansschliessen) aus- 

gedrückten Grenzen Wertho von und p^ eiithalton sind, für welche (/j — wird. 
Nehmen wir ferner unter den früheren Beschrünkungen eine Gestalt von T' beliebig an, indem 
wir Pj nnd p_^ bestimmte Werthe und P^ beilegen, und bezeichnen den Werth des 



Digitized by Google 



24 



durch den in Betracht gezogenen Tbeil der Unatetigkeiteiinie aiuigedehnten IntegTah< 

/ mxds 

ro g(r-» T ^ T^ioi'(r-7^) 

{y,-y,)'*da 

/ ; — : ; ; — T>C machen, indem wir p. und p für jeden Werth 

y log(l -*p,)-log(l-»p^) •'l •'s J 

8 SO annehmen, dass den Ungleichheiten 



a a 

Pj < , p*> ^ und genügt wird. Dies aber 

hat zur Folge, dass, wie auch L innerhalb T' angenommen werden mKge, der aus dem in 
Betracht gezogenen Stücke ron T' stammende Theil von L und folglich um so mehr L selbst 
>-C wird, w. 1 . T. w. 



18. 

Nach Art. 16. haben wir für die dort fostgelegte Fnnction u und für irgend eine der 
/*r/du dß\dX /du dtf\dn 

Pnnctionen IN l_Vdx — Jy/d~"^ \d — ^d~/d~J^'^ durch die ganze Flüche T aus- 
gedehnt 0 . Ans dieser Gleichung sollen jetzt weitere Schlüsse gezogen werden. 

Scheidet man aus der Flüche T ein die Unstetigkeitsstellen von a, ß, X einschliessendes 
Stück T' aus, so findet sich der von dem übrigen Stücke T" bcrrührende Theil von N mit 

, o._ vr /d“ . 



( du dp\ /du dp\ 

, ~ T“ I ^ für X und | ~ + — I 1 für Y setzt , 

dx dyj \dj dl/ 

/ /d*u d*u\ f* /du dß\ 

^ \d~* d ^/ — J vdp — d7/^*^** Folgo der der Fuuetion X auferleg- 



uud 



teu Qrenzbedingung wird der auf das mit T gemeinschaftliche BegrenzungsstUck von T" be- 

A d u d^\ 

d d / gleich o, so dass N betrachtet werden kann als *u- 

/ /d*u d*u\ , 

^ \d~* ß*»ug auf T 

rr/du dß\dX /du dß\dX-\ , r/du dß\^ . . e 

/[(dz - dy)dz + (d-y + d-^)dy]“^+/(d-p " dl)^“* ^ ' 

d*u d* u 

Offenbar würde nun , wenn , - in irgend einem Theilo der Fläche T von o verschie* 

dx* dy* 

den wäre, N obcnfalb einen von o verschiedenen Werth erhalten, so bald man a, was frei 

» „ /d*u d*u\ 

steht, innOThalb T gleich o und innerhalb T" ao wählte, dass X( « H ii Überall das- 

Vdx* dy*/ 

d*u d*u 

selbe Zeichen hätte. Ist aber iß allen Theilen von T = o, so verschwindet der 

dx* dy* 
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von T" herrührcnde BeatandtheU von N für jede« a, und die Bedingung N = o ergiebt dann, 
dass die auf die Ünatetigkeitaatollen bezüglichen Beatandtheile = o werden. 



_ . du dÄ du , Aß 

Für die Functionen -r^ * , -r , haben wir daher, wenn wir erster© 

dx dy dy dx 



: X und 



letztere — Y setzen , nicht bloss allgemein zu reden dio Gleichung — ^ 4- = o, sondern es 

dx dy 

wird auch durch die ganze Begrenzung irgend eines 'fheils von T erstreckt 
/•/ dx dy\ 

J — "4* Y-— ^ ds = o, in so fern dieser Ausdruck überhaupt einen bestimmten 
Werth hat. 



Zerlegen wir also (nach Art. 9., V.) die Fläche T, wenn sic einen mehrfachen Zusammen- 
hang durch Queerschnitte in eine einfach zusammenbäugende T*, so hat das Integral 

/ O /du Aß\ 

( - — 7 — I ds für jede im Inuern von T* von 0 nach 0 gehende Linie denselben 
Q^Vdp ds/ o 

Werth und bildet, 0 als fest gedtu^ht, eine Function von x, y, welche in T* überall oino 
0 

stetige and längs eines QueerschnitU beiderseits eine gleiche Aenderung erleidet. Diese Function 
>' m ß hiuzugüfügt, liefert uns eine Function v = /¥ + •'» welcher der Differentiolquo- 

dv du , dv du 
tient - — — -- und - t= ist. 
dx dy dy dx 



Wir haben daher folgenden 

Lehi'satz. Ist in einer zusammunhängeiiden durch Quoerschuittc in eine einfach znsaminen- 
hängende T* zerlegten Fläche T eine complexu Function a -f- /^i von x, y gegeben, für welche 

dT durch die ganze FUcho ausgedehnt einen endlichen 

Werth hat, so kann sic immer und nur auf Eine Art in eine Function von z verwandelt 
werden durch Hiiizufflgung einer Function #» + *■> ''on x, y, welche folgenden Bedingungen 
genügt: 

1) ist am Kunde = o oder doch nur in einzelnen Punkten davon verschieden , v in 
Einem Punkte beliebig gegeben , 

2) dio Aenderungen von ft sind in T, von v in T* nur in einzelnen Punkten und nur so 

unstetig, dass ] dT und / [(Jl) dT durch 

die gaaze Flüche cfstrockt endlich bleiben, und letztere ISngs der Qucerschnitta bei- 
derseits gleich. 



Dio Znlünglichkeit der Bedingungen zur Bestimmung von ^ 4" folgt daraus, dass /t, 
durch welches r bis auf eine additive Constante bestimmt ist , stets zugleich ein Minimum des 
Integrals Sl liefert, da, u=:a 4 -/. gesetzt, offenbar für jedes iN=o wird; eine Eigen- 
schaft, die nach Art. 16. nur einer Fanction zukommen kann. 

4 
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19. 

Die Principieii, welche dem Lehrsätze am Schlitsse des vorigen Art. zn (fruiide liegen, er- 
öffnen den Weg, bostimmte Functionen einer veränderlichen (x^mploxen GrO^ (unabhängig 
von einem Ausdrucke für dieselben) zu untersuchen. 

Zur Orieutirung auf diesem Felde wird ein Uebersehlag Uber dun Umfang der zur Bestim- 
mung einer solchen Function innerhalb eines gegebenen GrOsHungebiets erforderlichen Bedin- 
gungen «lionen. 

HalUm wir uns zunitebst an einen bestimmten Pall , so kann , wenn die über A ausg«?brei- 
tote Fl&c'ho, durch welche dies Grossengebiet dargestellt wird, eine einfach zusaumienhFingende 
ist , die Function w = u -f- v i von z folgenden Bedingungen gemüss bestimmt wurden : 

1) (tlr u ilt in allen Begrenzungspunktun ein Werth gegeben, der sich für eine unendlich 
kleine Ortsündenuig um eine unendlich kleine Grösse von derselben Ordnung, übrigens 
aber beliebig lindert*); 

2) der Werth von v ist in irgend einem Funkte Iwliebig gegeben; 

ü) die Function soll in allen Punkten endlich uml stetig sein. 

Durch diese Bedingungen aber ist sie vollkc»mmen bestimmt. 

In der That folgt dies aus dem Lehrsätze des vorigen Art., wenn man. was immer möglich 
sein wir<l, so l>estimmt, dass « am Rande dem gegebenen Werth gleich und in der 

ganzen Fläche für je<le unendlich kleine Ürtsändenmg die Aenderung von a {-ßi unendlich 
klein von derstdben Ordnung ist. 

Es kann also, allgemein zu reden, u am Rande als eine ganz wilikOhrliebc Function von 
s gegeben werden, und dadurch ist v Ul>erall mit bestimmt; umgekehrt kann aber auch v io 
Jedem Begrutuuiigspunkte beliebig angenommen werden, worattö dann der Werth von u folgt. 
Der Spielraiun für die Wahl der Werthe von w am Rande ujufasst daher eine Mannigfaltigkeit 
von Einer Dimension fUr jeden Begrenzungspunkt, und die vollständige Bestimmung derselben 
erfordert für jeden Begrouzungspuukt Eine Gleichung, wobei es iudess nicht wesentlich sein 
wird, dass jede dieser Gleichungen sich auf den Werth Eines Glie^lcs in Einum Begronzungs- 
punkte allein bezieht. Es wird diese Bestimmung auch so geschehen köimon, dass ftlr jeden 
Begrenzungspunkt Eine mit der Lage dieses Punktes ihre Form stetig ändernde beide Glieder 
enthaltende Gleichung gegeben ist, oder für mehrere Theile der Begreiuung gleichzeitig so, dass 
jc<lcm Punkt« eines dieser Thoile n — 1 bestimmte Punkte, aus jedem der Übrigen Theile einer, 
lugeselll uml für je n solcher Pimktc gemeinschaftlich n mit ihrer Lage stetig veränderliche 
Gleichungen gogelwn sind. Diese Bedingungen, deren Gesammtheit eine stetige Mannigfaltigkeit 
bildet und weli he durch Gleiclumgen /.wischen willkührlichen Functionen ausgo«lrQckt werden, 
werden aber, um für die Bestimmung einer im luneni dos GrÖssengebieU überall stetigen Function 
zulässig und hinmchciid zu sein, allgemein zu r«<lon, noch einer Beschränkung oder Ergän> 



*) An flieh iind die Aendeningen dieses Werthes nur der Benchrinkang unterworfen, nicht längs 
«itiOi Theilfl der Begrenzung unBtelig zu sein; eine weitere Beflchränkung ist nur gemacht, um hier 
unnöthige Weitläaftigkeitcn zu vermeiden. 
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mng durch einiolna Bixiingungsglcichungcn — Oloiohungeu ftr «illktthrlicho Constanton — 
bedürfen , indem bi» auf diese »icb die Genauigkeit unserer SebSteung offenbar nicht erstreckt. 

Für den Fall, wo das Gebiet der Verllndcrlichkeit der ürösae z durch eine mohrtach ru- 
»ammenhangviide Flüche dargestcllt wird, erleiden diese Betrachtungen keine weeentliehe Ahlin- 
dening, indem die Anwendung des Lelirsatzes im Art. 18, eine bis auf die Äenderungen Isriin 
lieberschreiten der Queerschnitte cbcmKi wie vorhin Iwsebaffene Function liefert — Acndemn- 
gt‘u , welche = o gemodit werden können , wenn die Grenzbedingungen eine der .Anzahl der 
Queerschnitte gleiche Anzahl verfügbarer Constanten enthaJh'n. 

Der Fall, wo im Innern Hing« einer Linie auf Stetigkeit verzichtet wird, ordnet sich dem 
vorigen unter, wenn man diese Linie als «inen , Schnitt der Flliche betrachtet. 

Wenn endlich in einem einzelnen Funkte eine Verletzung der Stetigkeit, also nach Art. 12. 
ein Unemllichwerdcn der Function, zugelusseu wird; so kann unter Beibehaltung der sonstigen 
in niiserm .Anfangalallo gemachten Voraussetzungen für diesen Funkt eine Function von z, nach 
deren Suhtraotiou die zu bestimmende Function stetig werden »oll, Iteliebig gegeben werden; 
dadurch aber ist sie vOllig bestimmt. Denn nimmt man die Grösse u 4~ /f i m einem be- 
liebig kleinen um den Unstetigkeitspunkt bcschrielamen Kreise gleich dieser gegebenen Function, 
übrigens aber den früheren Vorschriften gernUss an, so ^ird das integral 
dd\* /da dtf\*l 

1 _i # j_ ' 'dT OW diesen Kreis erstreckt =o, Uber den Ubri- 






)] 



geo Tbeil üratreckt einer endlichen Gru«se gleich , und man kann alao den LehraaU des vuri- 
gen Art. auweuden, wo«lurch man eine Function mit den verlangtem Eigeiuchaften erhält. 
Hieraus kann man mit Hälfe de» Leliraatstes im Art. IS. folgern, datis iin AUgemuiuou, wenn 
in einem einzelnen UnÄletigkeitHpunkte die Function unendlich gross von der Ordnung n werden 
darf, eine Anzahl von 2n Constanten veHUgbar wird. 

Geumetrisch dargcstcllt liefert (nu<h Art. 15.) eine Function w einer innerhalb eines gege- 
benen GrllssengebiotH von zwei Dimensionen veränderlichen complexen Grosse z von einer go- 
gebcuen A bedeckenden Flüche T ein ihr in den kleinsten Tbeilcu, einzelne Punkte ausgenom- 
men, ähnliches B liodeckendi» Abbild Die Bediiigungeu , welche so eben zur Bestinunuog 
der Function hinreichend und nothwendig befunden worden sind, beziehen sich auf ihren Werth 
entweder in Bogrenzungs- oder in Uiutetigkeitspunkteu ; sie erscheinen also (Art. 15.) sUnamt- 
lieb als Bedingunguo fUr die Lage der Begrenzung von S, und zwar geben sie fdr jodeu Bo- 
grenzungs]>uukt Eino Bediugungsgleichung. Bezieht sich jede derselben nur auf Einen Begren- 
zongäpunkt, so werden sio durchweine Schaar von Curven rcprfiscntirl, von denen für jeden 
Begrenzungspunkt Kino den geometrischen Ort bildet. Werden zwei mit einander stetig fori- 
rttckendo Begrenzuugspunkte gemeiasclmftlicb zwei Bedinguugsgloichuugen unterworfen, so ent- 
steht dadurch zwischen zwei Begrenzungstheilen eine solche Abhängigkeit, dass, wenn die l^age 
des einen wiUkührlich angenommen wird, die Lago des andern daraus folgt. Aebnlichor Weise 
ergiobt sich fUr andere Formen der Bediuguui^gluichungen eine geometrische Betleutung, was 
wir indess nicht weiter vcrfulgim wollen. 



20 . 

Die Einführung der complexen Grössen in die Mathematik bat ihren Urspniug und nächsten 

4* 
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Zwi’ck in der Theorie einfacher*) durch GrO^rtenoperationen aasgedrückter AhbängigkeitsgeseUe 
zwilchen veiündcrlichen Gröaaen. Wendet tnun nUmlicb diese AhhlUigigkeitHgeseUe in einem er- 
weiterten Umfange an, indem man den veränderlichen Grössen, auf welche sie »ich beoiehon, , 

compk'ie Werthe giebt, so tritt eine sonst versteckt bleibende Harmonie und HegelmÄssigkeit 
liervor. Die Fülle, in denen dies geschehen ist, umfassen zwar bis jetzt erst ein kleines 6e- 
t»iot — sie lassen sich fast sUnimtlich auf diejenigen Abbüngigkeitsgesetze zwischen zwei verän- 
derlichen Grossen zurUckfÜhren, wo die eine entweder eine olgebrmsche •*) Function der an- 
dern ist oder eine solche Function , deren Differentialquotient eine algebraische Function ist — 
aber beinalko jetler Schritt, der hier gethan ist, hat nicht bloss den ohne Hülfe der oomplexen 
Grössen gewonnenen Resultaten eine einfachere, geschlossenere Gestalt gegeben, sondern auch 
zu neuen Kntdeckungen die Bahn gebrochen, wozu die GeBcbiehte der Untersuchungen Uber 
algebraische Functionen, Kreis- oder Exponontialiimctioneii , elliptische und Abol’sche Funciio- 
oen den Beleg liefert. 

Fs soll kurz angedeutet w'erdon, was durch unsere Untersuchung für die Theorie solcher 
Functionen gewonnen ist. 

Die bisherigen Methoden, diese Functionen zu U^handeln, legten steU als Definition einen 
Ansdruck der Function zu Grunde, wodurch ihr Werth für jeden Werth ihros Argitments ge- 
gel>un wnirde; durch unsere Untersnehung ist gineigt, dass, in Fo!^) des allgeinmiieu Charak- 
ters einer Function einer veründerlichen complexen Grösse, in einer Definition dieser Art ein 
Theil der Bestimmungsstöcke eine Folge der übrigen ist, und zwar ist. der Umfang der Be- 
stimmungsstücko auf iUe zur Bestimmung nothwendigen zurttckgeführt worden. Dies verein- 
facht die Behandlung derseUwn weseutHdi. Um z, B. die Gleichheit zweier Ausdrücke derselben 
Function zu beweisen, musste man sonst den einen in den andern traasformiren, d. h. zeigen, 
dass l»eide für jeden Werth der veränderlichen Grösse Übereinstimmten; jetzt genügt der Nach- 
weis ihrer Uebereinstimniung in einem weit geringem Umfange. * 

Eine Theorie dieser Functionen auf den hier gelieferten Grundlagen würde die Gestaltung 
der Function (d. h. ihren Werth für jeden Werth ihres Arguments) uiiabhän^g von einer Be- 
stimmungswoisc derselben dnreh Grössenoperationen festlogen, indem zu dom allgemeinen Be- | 

griffe einer Function einer veränderlichen complexen Grösse nnr die zur Bestimmung der Function 
nothwendigen Merkmale hinzugefügt würden, und dann erst zu den verschiedenen Ausdrücken 
deren die Function fähig ist übergeben. Der gemeinsame Charakter einer Gattung von Functio- 
nen, welche auf ähnliche Art durch Grössonoperationen auagedrttckt werden, stellt sich dann 
dar in der Form der ihnen auferlegten Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. Wird z. B. das 
Gebiet der Veränderlichkeit der Grösse z Olxjr die gjuize unendliche Ebene A einfach oder 
mehrfach erstreckt, und innerhalb dersellwn der Function nur in einzelnen Punkten eine Ün- 
Stetigkeit, und zwar nur ein Unendlichwenlen , dessen Ordnung endlich ist, gestattet (wol>oi 
für ein unendliches t diese Grösse s^llist, für jeden endlichen Werth z derselben aber 

*) W'ir betrachten hier aU Elcmcotoropcrationcn Addition und Subtraction, Multiplication und Divi- 
moQ, Integration und Differentiation, und ein Abhüngigkeitsgesetz aU doBto einfacher, durch je we- 
niger Elemcritaroperationen die Abhängigkeit bedingt wird, ln der That lassen sich durch eine end-' 
liehe Anzahl dieser Operatiouen alle bis jetzt in der Analysis benutzten Functionen definiren. I 

**) D. b. wo zwischen beideo eine algebraische Gleichung Statt findet. 
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— ala «iu tmendlith Grossea erster Onlnung gilt), flo ist die Function nothwondig alge- 
2—2 

braisch, und umgekehrt erfüllt diese Bedingung jede algebraische Function. 

Die AustÜhrung dieser Theorie, welche, wie bemerkt, einfache durch GrSssenoperathjuen 
bedingte Abbängigkeitagesetzv ins Licht zu setzen bestimmt ist, unterlassen wir indess jetzt, 
da wir die Betrachtung dos Ausdruckes einer Function gegeuwürtig ausschliossoo. 

Aus demselben Grunde befassen wir uns hier auch nicht damit, die Brauchbarkeit unserer 
SüUe als Grundlagen einer allgemeinen Theorie dieser Abhiingigkoitsgesetze darzuthnu, wozu 
der Beweis erfordert wird, dass der hier zu Grunde gelegte Begriff einer Function einer ver* 
änderÜohen oomplexen GrCsse mit dem einer durch Gr58seQ0|)eratiouea ausdrüekbaren Abbhu- 
gigkeit*) völlig zusammeiilÜUt. 



21 . 

Es wird jedoch zur Erläuterung unserer ollgemeiuon Sätze ein ausgefUhrtes Beispiel ihrer 
Anwendung von Nut»;u sein. 

Die im vorigen Artikel beaeichncto Anwendung dorstdbon ist, obwohl die bei ihrer Aufstel- 
lung zunäclist beabsichtigte, doch mir eine spedoUe. Donn wenn die Abhängigkeit durch eine 
endliche Anzahl der dort als Element4U‘opemtioncn l>ctracbteten Grössenopemtionen bedingt ist, 
so enthalt die Function nur eine endliche Anzahl von Paramotem, was für die Form eines Sy- 
stems von einander unabhängiger Grenz« und ünstctigkeitsliedingungen , die zu ihrer Bestim- 
mung hiureichen, den Erfolg bat, dass unter ihnen längs einer Linie in jedem Punkte will- 
kührlirh zu l>estimnieade Bedingungen gar nicht verkommen können. Für unsern jetzigen Zweck 
schien es daher geeigneter, nicht ein dorther entnommenes Beispiel zn wählen, sondern viel-, 
mehr ein solches, wo dio Fimction der complexen Veränderliehon von einer wiilkührlichen 
Function abhängt. 

Zur Veranschaulichung und l)ct|uemereR Fassung geben wir demselben dio am Schlnsao 
des Art. IR. gebrauchte geometrische Einkleidung. Es emheint dann als eine Untersuchung über 
die Möglichkeit, von einer gegebenen Fläche ein zusammenhängendes in den kleinsten Tlieilen 
ähnliches Abbild zu liefern , dessen Gestalt gegeben ist , wo also, in obiger Form nusgodrttckt, 
für jeden Begrenznngspuukt des Abbildes eine Ortseurvo, und zwar tür alle dieselbe, ausserdem 
aber (Art. 5.) der 8inn der Begrenzung und die Windiuigspunkte de®sell)en gegt»ben sind. Wir 
beschränken uns auf die Lösung dieser Aufgabe in dom Falio, wo jc<lcm Punkte der einen 
Fläche nur Ein Punkt der [Uidern entsprechen soll und dio Flächen einfach zusammenhängend 
sind, tUr welchen Fall sie in folgendem Lehrsätze enthalten ist 

Zwei gegebene einfach zusiunmenhängende ebene Flächen können stets so auf einander be- 
zogen worden, dass jedem Punkte der einen Ein mit ihm stetig fortrUckender Punkt der andern 
entspricht und ihre entsprechenden kleinäten Tbeüe ähnlich sind ; und zwar kann zu Ebnem in- 

*) Eb wird darunter jede durch eine endliche oder uoemllicbe Anzahl der vier einCaebsten Kcoh- 
nungaoperationen , Addition und Sabtrsetion, Moltiplicstion und Dtrifion, ausdrückbare Abhängigkeit 
begriffen. Der Ausdruck Grössenuperationen soll (im Gegeniatze zu Zahlenoperationcn) folcbe Roch- 
DuogsoperaUonen andeuton, bei denen die Commenaurabilität der Gröasea nicht in Betracht kommt. 
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nern l*unkt4j umi zu Einem Begrwnznnj?8pnnkt<^ der entsprechende l>eliebig gegeben werden; 
dadurch aber ist ftlr alle Punkte die Beziehung bestimmt. 

Wenn zwei Flachen T und R auf eine dritte 8 90 bezogen sind, dass zwischen den oiit- 
sprechenden kleinsten Tbeilen Achulichkrit »Statt Kndoi, so ergiebi sich daraus eine Beztehfing 
zwischen den Flachen T und R, von welcher utfenbar da«weU»e gilt. Die Anfgal>e, zwei belie- 
bige Fllicheu auf einander so zu beziehen , dass Aehnlicbkeit in den kleinsten Theilen Statt fin- 
det, ist dadurch auf die zurückgeführt, jede beliebige FlEcbe durch Eine bestimmte in den 
kleinsteu Theilen ähnlich abzubilden. Wir haben hiernach , wenn wir in der Ebene B um den 
Punkt, wo w = o ist, mit dem Radius 1 einen Kreis K bcÄ<*hr©ibon , um uiisern Lehrsatz dar- 
zuthun, nur nöthig zu Iwwoiseu: Eine beliebige eiufoch zusiunmcnhängende A bedeckende FlUche 
T kann diurch den Kreis K stets zusammenhängend luid in den kleinsten ITieilen Ähnlich ab- 
gebüdet werden und zwar nur auf Eine Art so, dass dem Mittelpunkte ein beliebig gegebener 
innerer Pimkt und einem l>eliebig gegebenen Punkte der Perii)herie ein beliebig gejubener 
BcgrenzungMjmnkt O der Fläche T ouUpricht. 

Wir bezeichnen die bosümmton Bciieutungen von z, Q für <lie Punkte 0 , 0' durch ent- 

o 

»prechende Imiiccs und bcbchreiben in T um 0^ als MitUdpiiukt einen ticliebigen Kreis 0, 

welcher sich nicht bis zur Begrenzung von T erstreckt und keinen Windungspunkt euthiUt. 

Fuhi-en wir i’olarcoordinalen ein, indem wir z — z =; ro'^* setzen, so wird die Function 

0 

logtz — z^) = log r-4" yi. Der reelle Werth ändert sich daher im ganzen Kreise mit Ausnahme 
de« Punktes 0^, wo er unendlich wird, stetig. Der imaginäre al>er erhält, wenn ülwrall unter 
dtui mogUebeu Werthen von r/ der kleinste i>ositive gewählt wird, längs des Radius, wo 
2 — z^ reelle j>usitivu Worthe anuimmt, auf der einen Seite den Werth o, auf der andern den 
Werth 2w, ändert sich aU^r dann in allen übrigen Punkten stetig. Ofituil«ar kaun dieser lU- 
diuB durch eine ganz IwUobige vom Mittelpunkte nach der Peripherie gezogene Linie 1 ersetzt 
werden, so da«» diu Function log(z — z^) beim Uebertritt des Punktes Q von der negativen 
(d. h. wo nach Art. 8. p negativ wird) auf die positive Seite dieser Linie eine plötzliche V'^er- 
minderung um 2wi erleidet, übrigen« aber «ich mit dessen Lage im ganzen Kreise & stetig 
ändert. Nehmen wir nun tüo complexu Function von x, y im Kreise ("> = log(z — z^), 

auasorhalb des«eU>en aber , indem wir 1 beliebig bis an den Rand verlängern , so an, 
dass sie 

1) an der Peripherie von t9 = log(z — z ), am Rande von T bloss imaginär wird, 

o 

2) beim Uebertritt von der negativen auf die positive Seite der Linie 1 sich um — 2 wi, 
sonst al>er bei jeder unendlich kleinen Ortsändening um eine uneudlicl} kleine Grüsae 
von derselben Onlnung ändert, 

was immer möglich sein wird: so erhält das J — d^) Cd~ d~) ^dT Uber 

auagedehat dun Werth Null, Uber den ganzen übrigen llieil erstreckt einen endlichen Werth, 
und es kann daher durch Uinzufügung eiuer bis auf einen bloss imaginUren constau- 
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teil iUist l»et4timinton Fimctiou vou x, y , welche hui Ramie bloss imaginAr ist, in 

eine IHmction t === ixi >}- n i von * verwandelt werden. Der rocUo 'Fboil m dieser Function wird 

am Rande “O, in» Funkte 0 = — ao und ändert sich im ganzen Übrigen T stetig. Für 
o 

jeden «wiaehen o und —ob Uejfendon Werth a Ton m zerfällt daher T dnrch eine Linie, wo 

m = a ist , in Theile , wo m < a ist nnd die 0 im limeni enthalten , einerseits und anderer- 

0 

seita in TlieüOf wo ist und deren Degrenzung tholls durch den tUnd von T, theüs 

durch Linien , wo m = u ist » gebildet wml. Die Ordnung des Zusammenhangs der Fläche T 
wird durch diese ZerHillung entweder nicht geändert oder erniedrigt « die Fläche zertällt daher, 
da diese Ordnung = — 1 ist, entweder in zwei Stücke von der Ordnung des Zusummeuhangs 
o und — l , oder in mehr als zwei Stücke. Letzteres aber ist unmöglich , weil dann wenig- 
stens in Binom dieser Stücke m Ülwrall endlich und stetig und in allen Theilen der Degreuzung 
constant sein müsste, folglich entweder in einem Flächeotheil einen coustanten Werth, oder ir- 
gendwo, — in einem Punkte oder längs einer Linie — einen .Vlaxinmm- oder Mininiumworth 
hal)cn musste, gegen Art. IL, Ul. Die Paukte, wo m constant ist, bilden also in sich zurück- 
laufemle alJenthalben einfache Linien, welche ein den Punkt 0^ einschliossendtts Stück begren- 
zen, und zwar nimmt m nach Itmen zu noth wendig ab, woraus folgt, dass bei einem positiven 
Umlaufe (wo nach Art. 8. s wächst) n, soweit es stetig ist, stets zunimmt, und also, da es 
nur beim üebertritt von der negativen auf die positive Seite der Linie 1 eine plötzliche Aende- 
rung um —27r*) erleidet, jedem Werth zwisebeu o und 2w Einmal von einem Vielfachen 

t IS 

von 2 ff al)gesfhi'n gleich wird. Sctjion wir nun e = w, so werden e und n Polarcoor- 
dinaten dos Punktes Q in Bomg auf den Mittelpunkt des Kreises K. Die Oesammtheit der 
Punkto Q bildet dann offenbar eine über K allenthalben einfach ausgebreitete PlSchc S; der 

Punkt Q dersolten filllt auf den Mittelpunkt des Kreises; der Punkt Q' aber kann vermit- 

o 

telst der in u noch verfügbaren Constante auf einen beliebig gegebenen Punkt der Peripherie 
gerückt W'orden , w. z. v. w. 

ln dem Falle, wo der Punkt 0 ein Wiiidmigspunkt n— Ister Ordnung ist, gelangt man, 

1 ® 

wenn nur log(z — z ) durch log(z — z ) ersetzt wird, durch gimz ähnliche Schlüsse zmn 

Zielo, deren weitere Ausführung man indes« aus Art. 14. leicht erj^nzen wird. 



22 . 

Die vollständige Durchführung der Untenuehnng des vorigen Artikels für den allgemeinem 
Fall, wo Einem Punkto der einen Flächo mclircro Pimktß der andern entsprechen sollen, und 
ein einfacher Zusammenhang für dieselben nicht vorausgesetzt wird, unterlassen wir hier, zu- 



*} Dft die Linie l von einem im Innern des Stucks gelegenen Punkto bis zu einem ioseem fährt, 
BO muss sie, wenn sie desaen Begrenzung mehrmsU schucidet, Kininsl mehr von luneu nseb Aussen, 
sie von Aussen noch Innen geheu , and die Summe der plötzlicbeo Aenderuugen von n wälirend eines 
positiven Lmlsufs ist daher stets =:= 2 — ff. 
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mal da, aus geometrischem Gesichispnnkie anfgefaest, uDSere ganze Untersuchung sich in einer 
allgemeinem Gestalt hätte führen lassen. Die Beschränkung auf ebene, einzelne Punkte ausge- 
nommen, »chlicbto Flüchen, ist nämlich für dieselbe nicht wesentlich; vielmehr gwstattet die 
Aufgabe, eine beliebig gegebene Fläche auf einer andern beliebig gegebeuon in den kleinsten 
Iheüen ähnlich abzubilden, eine ganz ähnliche Behandlung. Wir bognQgon uns hierüber auf 
zwei Gau 8 8* sehe Abhandlungen, die zu Art. 3. citirte und die db^uis. gen. cut^ 8U|>erf. art. 13., 
zu verweisen. 
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